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1. Introduction. 


Elaborée dans le cadre de l’espace-temps de Minkowski, la théorie quantique 
des champs fait intervenir, pour ses commutateurs, le propagateur de Jordan-Pauli 
qui est de caractére scalaire. La construction dans le cadre de la relativité générale 
de commutateurs pour le champ électromagnétique et pour le champ gravitationnel 
suppose l’élaboration de propagateurs « tensoriels » relatifs 4 des opérateurs différentiels 
du second ordre. 

La premiére partie de ce travail est consacrée a la théorie mathématique des propa- 
gateurs. Aprés avoir étudié la notion de tenseur-distribution sur une variété riemannienne V.,,, 
je définis la notion de laplacien d’un tenseur sur V,,, notion qui généralise celle de laplacien 
d’une forme au sens de G. de Rham. L’opérateur A correspondant est auto-adjoint et 
commute avec la contraction; si le tenseur de Ricci de V,, est a dérivée covariante nulle, 
A commute pour les tenseurs d’ordre 1 avec la dérivation covariante et pour les tenseurs 
dordre 2 avec la dérivation covariante contractée. 

Sur la variété riemannienne V,,, supposée de type hyperbolique normal, les opéra- 
teurs différentiels L sur les tenseurs T d’ordre f définis par : 


Eien yl eee 


ou C est un champ d’opérateurs linéaires sur les tenseurs d’ordre p et B un champ | 
d’applications linéaires des tenseurs d’ordre ( + 1) dans les tenseurs d’ordre p, admettent 
deux noyaux élémentaires E*(x, x’) qui sont des bitenseurs-distributions. L’existence 
et les propriétés de ces noyaux sont rappelées grace a une technique simple due a Leray 
et Y. Fourés-Bruhat. Par différence, on obtient un propagateur tensoriel, antisymétrique 
en x et x’, qui, pour chaque x’ est solution de l’équation homogéne relative 4 L et a 
son support dans et sur le conoide caractéristique de sommet x’. Ce propagateur inter- 
vient de maniére essentielle dans la solution du probléme de Cauchy relatif a Péquation 
homogéne. 

Par antisymétrisation des propagateurs relatifs 4 ’opérateur A—vw (u=const.) 
on obtient des propagateurs qui sont des bi-pf-formes distributions et qui sont reliés 
entre eux par des identités différentielles remarquables qui jouent un rdle important 
dans les applications. Des résultats analogues sont valables pour le propagateur associé 
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au méme opérateur et aux tenseurs symétriques d’ordre 2. Dans le cas de l’espace- 
temps de Minkowski, tous les propagateurs introduits se déduisent du propagateur 
scalaire de Jordan-Pauli par multiplication par un bitenseur ordinaire provenant du 
bitenseur de transport. 

Dans une seconde partie, des applications sont données a la formation des commu- 
tateurs qui doivent intervenir en relativité générale. Aprés avoir construit, sur une 
variété espace-temps donné, les commutateurs relatifs au champ électromagnétique en 
présence ou absence de terme de masse, je montre comment une théorie strictement 
paralléle peut étre développée pour le champ gravitationnel varié, sur un espace-temps 
qui soit un espace d’Einstein. Le champ gravitationnel varié est décrit par un tenseur 
symétrique h,, astreint seulement a des équations de champ faisant intervenir la variation 
du tenseur de Ricci; celle-ci s’exprime immédiatement a l’aide du laplacien introduit 
dans la premiére partie. 

Si le champ gravitationnel est décrit par un tenseur H d’ordre 4, du type de 
symétrie du tenseur de courbure et satisfaisant aux « équations gravitationnelles d’ordre 
supérieur » introduites antérieurement (1), une technique variationnelle permet de 
construire, dans le cas d’un espace a courbure constante, un commutateur rigoureusement 
compatible avec les équations de champ et généralisant le commutateur construit, dans 
le cas d’un espace-temps de Minkowski, a l’aide de la transformation de Laplace (1). 

Dans un appendice, j’indique un commutateur qui est la généralisation sur un 
espace d’Einstein du commutateur de Fierz correspondant 4 une particule de spin 2, 
avec terme de masse. 

Une notion de fonction de Green, qui coincide au fond avec celle de propagateur 
a notre sens, a été introduite indépendamment dans deux intéressants articles par 
B. de Witt [1], [2], avec des techniques et des buts différents. Les principaux résultats 
du présent travail ont paru dans trois Notes aux Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences (Lichnerowicz [2], [3], [4]) (?). 


(4) Voir Licunerowicz [5]. 
(?) Voir aussi cours du Collége de France 1958-1959 et Séminaire Phys. théor., Ziirich (mai 1959). 
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2. Notion de tenseur-distribution sur une variété riemannienne. 


a) Soit V, une variété riemannienne (supposée orientée dans un but de simplicité) 
de dimension n, de classe C". Sa métrique peut s’écrire en coordonnées locales : 


(2.1) ds? =e, dx" ax" 


Etant donnés deux tenseurs T et U d’ordre p, nous appelons produit scalaire (T, (Oe 
au point x de V,, le produit en x 


(2.2) (T, U), = Ta, ap(#) U(x) 


++ Oy 
Nous désignons par Y lespace vectoriel des tenseurs de classe O* (k<h) a support 


compact de V,,. Si UcRy est 4 support compact, nous pouvons poser : 


(2.3) <T, U>=J, (T, U).n(®) 


ou y est élément de volume riemannien. Localement 


(2.4) n=\V/\gldxta...rdx” 


b) Nous appelons tenseur-distribution T dordre p une fonctionnelle linéaire continue a 
valeurs scalaires sur les tenseurs d’ordre p suffisamment différentiables et a support compact. Pour 
U ED nous notons indifféremment T[U] ou <T, U> la valeur de cette fonctionnelle 


pour le, tenseur U. 

Un tenseur ordinaire T définit un tenseur-distribution par l’intermédiaire de la 
formule (2.3) dans laquelle la structure riemannienne intervient. Nous dirons que sur 
la variété riemannienne V,, le tenseur-distribution défini par (2.3) est égal au tenseur ordinaire 'T. 

En se limitant aux tenseurs antisymétriques, on obtient les p-formes-distributions 
définies sur V,, comme fonctionnelles linéatres sur les p-formes (et non sur les (n—p)-formes 
comme les courants au sens de G. de Rham ('), les fonctionnelles correspondantes 
différant l'une de l’autre par l’usage de lopérateur * (?). 


(2) Voir G. de Rua [1], p. 39-40. 
(?) G. de Ruam [1] ou LicHNeRowicz [1]. 
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Si T est un tenseur-distribution d’ordre 0, ou scalaire-distribution, V un tenseur 
ordinaire d’ordre p, TV est naturellement le tenseur-distribution d’ordre p défini par : 


(2.5) TV[U]=T[(V, U)] 
Cela posé, soit Q le domaine d’un systéme de coordonnées locales (x*) et donnons-nous 
dans Q, n” scalaires-distributions T,, _,,- L’expression (+) 


(2.6) bs a le 1s tp E"@ One 6 @dx 


définit un tenseur-distribution d’ordre p : si (e,) est le repére dual du corepére (dx*) 


iD} — Da eee ee Oe, 


et d’aprés (2.5), T[U] est donné par la somme 
(2.7) TO aT ele 


Inversement, tout tenseur-distribution d’ordre p dans © peut étre représenté par une 


telle expression : désignons par T,, : les scalaires-distributions définis par : 


Ty, apl@] = T1962 + -Bqp] 
ol » est une fonction arbitraire de J{. Ona: 


TO aT Oe eee ee eel 


et IT’ admet bien l’expression (2.6). Ainsi, dans le domaine d’un systéme de coordonnées 
locales, tout tenseur-distribution d’ordre p peut étre, comme un tenseur ordinaire, 
rapporté a ces coordonnées, les composantes étant des scalaires-distributions. 

c) Soit T un tenseur ordinaire d’ordre p, VT le tenseur dérivée covariante de T 


dans la connexion riemannienne. Si U est un tenseur arbitraire d’ordre (p+ 1) a support 
compact) <Vl,U> = is Me Ue a 
n 


soit par intégration par parties : 


(2.8) o/h Wea Ole = 5 Vig a, Ua ena e Meee 


BN 


Le premier terme du second membre est nul. Nous sommes ainsi conduits 4 introduire 
Yopérateur sur les tenseurs U définis par 


Qo: U; ioe, Ue 
et aes Pp+a 0 Hy 26. My 
Ainsi (2.8) peut s’écrire : 
(2.9) <VIoU > eo Ps es 


Cela étant posé, nous définirons la dérivée covariante d’un tenseur-distribution quelconque 'T 
d’ordre p comme le tenseur-distribution VY d’ordre p-+1 déterminé par la relation (2.9), ob U 
est un tenseur arbitraire d’ordre +1 a support compact (UcQ% ). 

n 


A A ; ; . : : 
(*) Sauf avis contraire, la convention de sommation est toujours faite. 


PROPAGATEURS ET COMMUTATEURS EN RELATIVITE GENERALE 9 


En particulier, pour un scalaire-distribution, on a dans le domaine d’un systéme 
de coordonnées : 


(2.10) Vi 


pour tout vecteur u, soit 


I — a) 
SN, be ee —— @,| u*y/| 2| |> (2. 
Vig! Ox 


relation compatible avec la définition usuelle de la dérivation des courants (G. de 
Rham [1], p. 55) si bien que 
V,.=0.F 


Si T est un tenseur-distribution d’ordre 1, (2.9) peut s’écrire dans le domaine 
d’un systéme de coordonnées locales 
SV VU 
soit : 
OVE Un ae Glare Ue Ur od re Ue 
Pour 6 fixé, il résulte de (2.10) que : 
a le) Ue be Ue > eT Ue 
On obtient ainsi : 
Vein Ua <oyl pU >< Te US 
soit 
V,lg=0,1,— Teel, 


Plus généralement, dans le domaine d’un systéme de coordonnées, les composantes de 
la dérivée covariante d’un tenseur-distribution d’ordre p s’expriment a partir des compo- 
santes du tenseur et des coefficients de la connexion par la formule usuelle en calcul tensoriel. 
Les propriétés classiques de la dérivation covariante subsistent. En particulier si T est 
un tenseur-distribution d’ordre (p+1), on a pour tout tenseur U d’ordre p a support 
compact : 


(2.11) o> <1 vU> 


BN 


Il en est encore ainsi si T est un tenseur-distribution a support compact, U étant 
un tenseur quelconque. 


3. Le bitenseur de transport. 


Dans la théorie des opérateurs différentiels sur une variété riemannienne V,, s’intro- 
duisent nécessairement des tenseurs doubles (+) ou bitenseurs et des bitenseurs-distributions 
sur V, XV, Parmi les plus simples des bitenseurs attachés 4 une variété riemannienne 


(2) Pour la notion de forme double voir G. de Ruam [1], p. 35+ 
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figure le hitenseur de transport introduit par B. Dewitt (1), Ce bitenseur est de nature locale. 

a) Soit d’abord V, une variété différentiable munie d’une connexion linéaire. A chaque 
point x de V,, on peut attacher un voisinage © de x, homéomorphe a une boule ouverte, 
tel que pour tout point x’eQ il existe un arc géodésique I(x, x’) et un seul dans Q 
joignant x 4 x’. Le transport par parallélisme le long de /(x, x’) définit un isomorphisme 
canonique py, ,, de l’espace vectoriel T’, tangent en x sur lespace vectoriel T,,, tangent 
en x’, isomorphisme qui se réduit a Pidentité pour x’=x. 

Attachons un repére & chaque point de © et désignons par (e,) le repére en x et 
par (e,,) le repére en x’. L’isomorphisme p., ,, fait correspondre @ tout vecteur v en x de 
composantes (v) le vecteur p, ,,v en x’ dont les composantes sont des fonctions linéaires 
des (v%) 

(3.1) (ihae 2)” = Bi (x, 2") 


' . , aE x Ls 
Les ¢ sont les composantes d’un bi-1-tenseur élément de T,@T;, (?), c’est-a-dire 
I-tenseur covariant en x et I-tenseur contravariant en x’. Pour x’=x, u,,, se réduit 
a TPidentité et : 
Hi tele oA 
(3.2) ti, (x, x =x) = 0; 


Soit ¢%, le bi-1-tenseur associé de méme a v-t =u... Ona: 
Xr tae Seige 


t{, définit ’isomorphisme de T; sur T;,, déterminé par transport le long de J(x, x’). Nous 
appellerons le bi-1-tenseur ainsi défini le bitenseur dual du précédent. 

Plus généralement, le transport le long de /(x, x’) définit un isomorphisme de l’espace 
vectoriel des tenseurs affines d’un type déterminé en x sur l’espace vectoriel des tenseurs 
de méme type en x’. A cet isomorphisme correspond le bitenseur construit par produit 
tensoriel de ¢}' par lui-méme et par le bitenseur dual. 

Faisons varier x’ le long d’un arc géodésique déterminé d’origine x et soit uv“ un 
vecteur tangent en x’ a cet arc. Le vecteur (3.1) étant déduit de v par transport, on a 
en désignant par V,, l’opérateur de dérivation covariante relativement A x’ 


VOLE 0?) ate" Vit 200 
quel que soit v*. Par suite 
(3.3) tt Nols sO 
. x’ ° ea , ° ’ . s s 
Le bitenseur ¢ (x, x’) peut ainsi étre défini pour x donné et aux différents points x’ de Q 
en considérant les arcs géodésiques issus de x et en intégrant sur un tel arc le systeme 


différentiel (3.3) avec la condition initiale (3.2). 
Pour x=") on a 


UV te (a, a = x) 0 


. B. Dewrrr et Breume, Annals Phys., t. 9, Pp. 220 (1960) [2]. 
désigne le dual de T,. 
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quel que soit le vecteur u en x’=x. Par suite : 


(3.4) Vth (x, x’ =x) =0 
et de méme 
(3-5) Vyrtye (x, x” = x) =0 


, 5) Supposons V, munie d’une métrique riemannienne et introduisons la connexion 


riemannienne correspondante. Le tenseur métrique étant invariant par transport par 
parallélisme : 


(3.6) Eu (*’) = Kt Soa (%) 
Il en résulte par inversion 
Soy = Baal 
Nous sommes ainsi conduits a introduire les quantités : 
(3-7) bay: = $y 05 = Lagty 
qui sont les composantes covariantes d’un bi-1-tenseur euclidien, de composantes 
mixtes ¢%’ ou ¢%,, que nous appellerons le bitenseur de transport t(x, x’); (3.7) est équivalent a 


(3.8) tarts = Sag 

Pour x’==x, le bitenseur de transport vérifie les relations : 
(3-9) tan (Xs x’ =x) = 843(*) 

et 

(3.10) Vita (X, ¥ =x) =O 


Pour étudier le bitenseur de transport, il peut étre commode d’adopter dans un 
voisinage de x les repéres déduits d’un repére déterminé en x par transport le long des 
différents arcs géodésiques issus de ce point; relativement a ces repéres, les composantes 
du bitenseur de transport sont constantes et ¢) (x, x’) = 9). 

c) Prenons pour V, un espace euclidien de signature quelconque. Le bitenseur 
de transport est alors défini globalement quel que soit le couple (x, x’). Attachons un 
repére 4 chaque point de V,, et soit (e,) le repére en x, (¢,,) le repére en x’. Considérons 
le bi-1-tenseur admettant pour composantes les produits scalaires 

Ces 


Si a tous les points est attaché le méme repére, ce bitenseur admet les composantes 
constantes ¢,.€,—g,,. Evaluons pour ce choix des repéres la dérivée covariante par 
rapport a x du bitenseur considéré. I] vient pour cette dérivée : 


Aa (lala) Tis ACE ai Ioan = 0 


Ainsi notre bitenseur est a dérivée covariante nulle par rapport a x et par rapport a x’. De plus, 
pour x’ coincidant avec x, il admet toujours les composantes triviales g,,. Il coincide 
donc avec le bitenseur du transport et 


(3.11) byt = Cy Oy! 
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4. Bitenseurs de Dirac. 
a) V, étant de nouveau une variété riemannienne arbitraire, nous désignons 
par +(x, x’) tout bi-1-tenseur de V,, astreint seulement a satisfaire la relation (3.9) 
(4.1) Ton! (% x’ =x) = 84(*) 
Le bitenseur de transport est, sur , un cas particulier des bitenseurs ainsi envisagés. 
Pour chaque xeV,, nous désignons par 3, le scalaire-distribution de V,, défini par : 
(4.2) <8,(2"), 98") >y, = 9%) 
ov nous avons introduit, pour étre clair, dans le symbole <...> une variable point x’ 
et o) gee. De 8, on déduit un biscalaire-distribution 8 — ou scalaire-distribution sur 
n 
la variété produit V, x V, — défini de la maniére suivante : si (x, x’) ED vy, 
(4-3) S d(x, x’), (x, x’) >, x Vy =< 8, (x), p(x, x) >y x Vy 
5(x, x’) — symétrique en x, x’ — est le biscalaire de Dirac sur V,,. La formule (4.2) sera 
aussi écrite 


(4.4) <8(x, x’), p(x’) > = (x) 


Pour tout bitenseur t (astreint a (4.1)), le biscalaire 5 vérifie une relation impor- 
tante que nous allons établir. Désignons par V, et V,. les opérateurs de dérivation 
covariante respectivement par rapport a x et x’. De (2.11), il résulte 


= V(t) 8(0, 0), o(2) > = St O(a, 4"), Vala) = =< Sa, x ee Vee 


soit d’aprés (4.1) : 


(4-5) —<V,.(72 8(%, #')), oe) >=Ve0(") (eR) 
Par dérivation de (4.4) par rapport 4 x, il vient d’autre part : 
(4.6) <V,8(%, x’), p(x’) > =V..9(x) 


De (4.5) et (4.6) résulte la relation que nous voulions établir 
(4.7) —Vy. (45 8(x, x’)) = V(x, +’) 


6) Par produit tensoriel en x, x’ du bi-1-tenseur t par lui-méme, on obtient des 
bi-p-tenseurs notés @’t. Par antisymétrisation (partielle) ou produit extérieur de + par 


lui-méme, on obtient des bi-p-formes notées A?t (pour p=0, 1, ..., n); pour p=2 par 
exemple, A?t admet les composantes : 
(4 .8) (A?) af, Arp! = Vey! Tay! Tax, Voy! 


Nous appellerons bitenseurs de Dirac sur V,, les bitenseurs-distributions (@?r)S et (A?rt)8. 
Ces bitenseurs-distributions ne dépendent pas du choix des bitenseurs + astreints naturel- 


x 


lement a satisfaire (4.1). Nous posons 
8!) = (APr)3 (avec 8° = 8) 
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et désignons par d, et 5, les opérateurs de différentiation et de codifférentiation extérieure relative- 
ment a x, par d, et 5,,, les opérateurs correspondant relativement a x’. Avec ces notations, 
la relation (4.7) peut s’écrire : 


(4.9) 3, 84,3 

Plus généralement, cherchons a4 évaluer 8,8 (p=1, ...,”). On a avec des notations 
évidentes 

(4.10) S50 = 98m { (tA A= *7)5} 


(4.10) ne dépendant pas du choix de 7 astreint a satisfaire (4.1), nous pouvons en outre 
astreindre t a satisfaire aux relations vérifiées pour x‘=.x par les dérivées du bitenseur 
de transport, soit : 


(4.11) Vir Tea (X, ¥ =X) = Vetqy(%, #’ =x) =O 
Pour un tel bi-1-tenseur 7, on voit que : 
8,9?) = 8,,(48) AAP +r 


ou le produit extérieur est effectué relativement a T,,, soit d’aprés (4.9) 
8,57) = d,8A AP—*e 


Compte tenu de (4.11), il vient : 

8,5) = d,(A?—'t)8 + d,8A AP—1e 
c’est-a-dire 
§,5”) = d,(A?—47.8) 


Zz 


ot. le second membre est indépendant du choix du bitenseur 7+ astreint seulement a 
satisfaire (4.1). Les bi-p-formes de Dirac vérifient ainsi les relations : 


(4.12) $57 =d,S’—-) (p=t1,...,n) 


Ces relations peuvent aussi se déduire directement de (2-11). 


5. Opérateurs différentiels linéaires du second ordre sur les scalaires. 


a) Si (x*) désigne provisoirement les coordonnées canoniques de R", on envisage 
les opérateurs sur les fonctions u a valeurs réelles 


(5.1) Lu = — g*°6,ou + a°0,u + cu 
ou la forme quadratique (g*°) est de type hyperbolique normal et ot les (g%°, a°, c) sont 


suffisamment différentiables. La théorie classique de ces opérateurs fait intervenir d’une 
manieére essentielle des éléments li¢és 4 la métrique riemannienne 


(NT el baal be 


ou les formes (g,,) et (g**) sont corrélatives l'une de l’autre. Introduisons le laplacien 
de u au sens de G. de Rham relativement a cette métrique 


Au = Sdu=—V°V,u 
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soit avec les notations classiques : 


I 
Au = — g**(8,gu— T'9,0,u) = — ——2,(g**a,uv/|z|) 
Vial 
(5.1) peut s’écrire ainsi : 
(5-2) Lu = Au + 6°6,u + cu 


b) Nous sommes ainsi conduits 4 envisager ces opérateurs sous forme invariante 
sur une variété différentiable. Soit V, une variété différentiable orientée de classe C"*’ 
munie d’une métrique riemannienne (g,,) de type hyperbolique normal, de classe Ch, Si-b.est 
une 1-forme et c une o-forme de classe C”~*, nous pouvons introduire sur V,, ’opérateur 
différentiel linéaire du second ordre qui, a une fonction u de classe C*** (o<k<h—1), 
fait correspondre une fonction de classe C* et qui est défini par la formule 


(5.3) Lu = Au + 6°0,u + cu 


ou Au est le laplacien dans la métrique donnée. Dans ces conditions, l’opérateur L* 
adjoint de L se trouve défini par 


(5.4) L*v = Av—V, (5°) + cv 


Pour que L soit auto-adjoint, il faut et il suffit que b=o. 


x 


Si uw et v sont des fonctions a valeurs scalaires de classe C**?, il résulte de (5.4) 


que : 

vLu— L'v.u = vAu—uAod + V,(uvb®) 
soit 
(5-5) oLu— L’v.u = 8(vdu—udv—uwvb) 


Si u est une fonction scalaire 4 support S(u) compact de classe G*** (weG**) et si v est 
une distribution dans V,, il résulte de (5.5) et (2.11) que: 
<v, Lu> —<L"s, u> =<8(vdu—udv—uvb), 1>=0 
soit 
(5.6) <0) Lu =< ly 0, a> 


La formule (5-6) est bien entendu encore valable si l’on a seulement S(w) aS(v) compact. 


6. Solutions élémentaires correspondantes. 


Toutes les considérations qui suivent sont de nature purement locales. Nous désignons 
par I’, le conoide caractéristique de sommet x’. Considérons un voisinage Q, homéomorphe 
a une boule ouverte, tel que pour tout point x de Q, il existe un arc géodésique I(x, x’) 
et un seul dans Q joignant x’ a x. Les coordonnées normales géodésiques établissent un 
homéomorphisme de Q sur une boule ouverte de espace vectoriel tangent en x’, homéo- 
morphisme qui applique le conoide caractéristique en x’ sur le céne isotrope C,, limité 
a la boule. Ainsi le conoide caractéristique T,, est régulier dans Q; au partage de C,, 
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en deux nappes C7, et C;,, correspond la subdivision de I’, en deux demi-conoides P'* 
et I’, dont le premier est dit orienté vers le futur, le second vers le passé. Pour qu’un 
point x de Q soit intérieur 4 ['%, (resp. I’), il faut et il suffit que /(x’, x) soit orienté dans 
le temps et vers le futur (resp. passé). Nous dirons alors que x est dans le futur de x’ (resp. 
passé de x’), le point x’ étant dans le passé (resp. futur) de x. 

Nous appelons, selon Leray, émission d’un ensemble K de Q, ou futur de K, l’ensemble 
des chemins temporels &,(K) issus d’un point de K du cété du futur de ce point. 
L’émission rétrograde € _(K), ou passé de K, est l'ensemble des chemins temporels abou- 
tissant en un point de K du cété du passé de ce point. Un ensemble K de © est dit compact 
vers le passé (resp. futur) si son intersection avec &_(x) (resp. &,(x)) est compacte ou 
vide pour tout x de Q; &,(K) est aussi compact vers le passé, ainsi que tout sous- 
ensemble fermé. 

On démontre que Vintersection &,(K)n&_(K’) est compacte si K ou K’ est 
compact, K’ compact vers le futur ou K compact vers le passé (Leray [1]). 


a) En ce qui concerne les solutions élémentaires, nous rappellerons le résultat 
suivant : 


Théoréme. — Etant donnée une boule ouverte Q, il existe pour x’ fixé deux solutions élémen- 
taires L(x) de L dans Q, c’est-d-dire deux scalatres-distributions satisfaisant relativement a x 
(6.1) Wel eae 


et a supports respectivement dans @(x') ou &_(x’). Ces solutions élémentaires sont uniques. 
Pour établir l’existence de ces solutions élémentaires, il suffit de se placer dans le 
cas ou la variété envisagée est de dimension paire, le cas ot elle est de dimension impaire 
s’en déduisant par la classique méthode de descente sur laquelle nous reviendrons dans 
un instant. Nous nous bornons a4 esquisser une démonstration de ce théoréme bien connu. 
Sur la variété V,,, on peut d’abord (+) établir, par intégration d’un systéme diffé- 


rentiel, l’existence d’une paramétrix oj, relative au point x’, c’est-a-dire, pour chaque x’, 
Vexistence d’un scalaire-distribution dans © dont le support est sur [7, ou Ty, et 
satisfaisant : 


os 0 


eS 
ot #% est une fonction sommable de support le demi-conoide. 
Considérons une solution @ de classe C’t? a support compact dans Q de Véquation : 


Le=¢ 
ou veD. Cette solution vérifie : 


<oz, p> =<az, Le> =<L'oz, o> =<8,, 9> — |, Li (x)e() 4S, 


ou V~ est dans le domaine de I’; intérieur 4 Q et ot dS, est Pélément d’aire induit sur 
le conoide. On obtient ainsi la relation intégrale 


(6.2) o(x’) = [Pr (#)9() dS, + <oy, > 


(2) Voir Y. Fourés-Brunar, Solutions élémentaires d’équations du 2° ordre, Coll. sur les équations aux dérivées 
partielles C.N.R.S. (Nancy) [2]. 
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A / e va ° . 
Cette équation intégrale a linconnue ¢ peut Ctre résolue par itération. Sa solution 
unique est donnée par une opération linéaire continue sur ) qui définit un scalaire- 


distribution E;, et l’on peut écrire : 


(6.3) 9(x’) =<E, (x), (x) > 
Ainsi, quel que soit @¢D%4*” : 
(6.4) 9(x") =<E, (x), Le(x) > 


On voit sur la relation intégrale que E;(x) est wn scalatre-distribution dans Q a support dans 
et sur >. C’est bien une solution élémentaire en x’ de L dans Q; en effet, quel que soit 
o €Q**, on a d’aprés (6.4) : 

<L'Ez (2), 9(#)>=<Ez(2), Le(x)> =o(2’ 
soit : 

<L'EZ (x), p(x) > =<8,(x), o(4) > 

Il en résulte 
(6.5) L'E,, (x) = 3, (2) 

Si v(x’, x)€D,q, on peut définir un scalaire-distribution E~(x’, x) dans Q x Q 

par la formule : 

<E(x’, x), P(x", *) ta xq= SEZ (x), ¥(%', *) > ax0 
On montre a laide de théorémes de G. de Rham que E(x’, x) définit pour chaque x 
un scalaire-distribution local en x’; E™(x’, x) est un noyau élémentaire; (6.5) pourra 
étre écrit sous la forme : 
(6.6) | Bil Ded ees at Ch) 

En substituant au demi-conoide I; le demi-conoide I, on construit de méme 
un second noyau élémentaire E*(x’, x) qui, pour chaque x’, définit un scalaire-distribution 
dont le support est dans et sur I. Nous établirons dans un instant, indépendamment, 
Punicité de ces noyaux élémentaires, unicité que nous admettrons pour le moment. 

6) Sur la variété riemannienne V,, de dimension n, soit uw une isométrie laissant 
invariant Vopérateur différentiel L. L’isométrie uw laisse invariant le biscalaire $ de Dirac 
puisque si peDy, : 

<8(ux, wx’), o(x’) > = <d(ux, z), (u*z) > = (x) 


De Punicité des noyaux élémentaires, résulte alors leur invariance par w : 
(6.7) E*(px’, wx) = E*(x’, x) 

¢) Supposons la variété riemannienne envisagée V,,,_, de dimension impaire et 
soit ds? sa métrique. La méthode de descente permet d’établir dans ce cas l’existence 
des noyaux élémentaires. Considérons la variété produit Vig Vee xR _ et désignons 
par p la projection canonique de Ve sur V,,,,. Nous munirons V,,, de la métrique : 
(6.8) ds® = — (dx°)? + p*(ds2) 
ou x° est la coordonnée canonique de R. 
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Désignons par y= (x°, x) — ot xeV,,_,—un point de V,,,. L’opérateur L étant 
défini sur V,,,_,, d’aprés (5.3), a partir du laplacien A et des formes b et crespectivement 
de degré 1 et 0, considérons l’opérateur [L. défini sur V,,, par le laplacien A associé 
4 (6.8) et par les formes f’b et p’c. Cet opérateur L est invariant par les isométries p, 
de V,,, définies par : 

Uy, 2° >x° +h; xx (heR) 
Si beD,_., son image inverse p*) sur V,,, satisfait : 
(6.9) Lp'y=p Ly 
Cela posé, soit Ey (y) une solution élémentaire de L dans le produit © d’une boule 


ouverte Q de V,,,_, par un intervalle ouvert. Pour chaque »’, on déduit de cette solution 
un scalaire-distribution K,,(x) dans Q par la formule 


<K,(%), $9) >a=<Ey (2), (P'Y)(9)>a 
ot beDs et ot, compte tenu du support de E75 (9), le second membre a un sens, bien 


que pl ne soit pas A support compact dans ©. De (6.7) et de invariance de p'U il 


résulte que : 
K,,y'(*) =K,,.(x) 


et que par suite K ne dépend que de x’=py’. A chaque x’ correspond ainsi un scalaire- 
distribution E;;(x) qui, d’aprés sa définition, a son support dans et sur I’ et satisfait 


(6. x0) P<EZ (4), (2) >a=<Ep (9), PU>8 
D’autre part, d’aprés (5.5) et compte tenu des supports de EP (y) et de py : 
<L'E; (9), (6'Y)(9)>a=<Ep (2), Lo y>a 
soit d’aprés (6.9) et (6.10) 
(6x1) <L*BF(y), (2'Y)(9)>a=<BF (0), PLY>a=P'< EZ (a), Lb> a 
Or, d’aprés la définition de Ee (ayes 
<LEF(9), (2°4)(9)>a=(6H)(9) 


De (6.11) il résulte ainsi 
<L'EZ (x), ¥(*) >a = (2’) 


et E;;(x) est solution élémentaire de L dans Q. 
On peut ainsi établir l’existence des deux noyaux élémentaires E*(x’, x) dans le 
cas ot la dimension est impaire. 


4. Théoréme d’unicité. Solutions de l’équation avec second membre. 


a) Dans la boule ouverte © de la variété riemannienne V,,, considérons un scalaire- 
distribution v solution de ’équation homogéne 
Lv=o 


et dont le support S(v) soit compact dans le futur. 
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A toute fonction veQ*, faisons correspondre la fonction ¢ définie par : 
(7-1) (x) =<E*(x’, x), (x) > 


Cette fonction a son support S(¢) dans le futur &,(S(p)) du support S() de la fonction 
et satisfait 
Lio(x) =<LiEt(x’, x), p(x’) > =<3(x, #’), $0) > =4(4) 


Z 


C’est donc une solution de léquation 
(7-2) Lig=y 
S(v) étant compact dans le futur, &,(S(~))n&_(S(v)) est compact; nous désignerons 
cette intersection par K. Soit « une fonction 4 support compact dans Q(aeD), égale a1 
sur un voisinage compact de K. Comme Lv=o 
<Lz, «p> =0 
Hi en-résulte: : 
<0, Ii (G0) === 0, OO 
De (7.2) on déduit 
<0, p= = 0 


quelle que soit JeYR. On a ainsi v=o. Nous énoncerons : 


Théoréme dunicité. — Tout scalaire-distribution v dans Q, solution de V’équation homo- 
gene Lvu=o et a support compact vers le futur (ou vers le passé) est nécessatrement nul. 

Il en résulte en particulier que les deux solutions élémentaires Ej(x) et E> (x) 
(a supports dans &,(x’) et @_(x’)), ainsi que les noyaux élémentaires correspondants, 
sont bien uniquement déterminés par les conditions du théoréme du § 6, a. 

b) Dans la boule ouverte ©, considérons l’équation : 


(7-3) Le=y 
ou Y est une fonction arbitraire de J4,. 


x 


Toute solution @ de classe O**? de V’équation (7.3) a& support compact dans le futur est 
nécessairement la fonction donnée par 


(7-4) (x’) =<E*(x’, x), b(x)> 


En effet, Pintersection &_(S(b))m&,(x’) est vide ou est un compact K. Soit « 
une fonction 4 support compact («¢9§) égale 4 1 dans un voisinage compact de K. 
Pour x’ dans le passé de S(W), on a: 

<E*(x', x), U(x) >= <Et(x’, x), Lip (x) > =<Et*(x’, x), L,(ap)> 
Soit 
<E*(x', 2), $(4) > =<LIE*(x’, x), a(x) 9(x) > =9(4’) 

ce qui démontre la propriété. 

c) Plus généralement, étant donnée une distribution v a support compact dans le futur, 
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le noyau élémentaire E*(x', x) nous permet de construire une distribution & support compact dans 
le futur, solution de l’équation 


(7-5) Lu=ov 


En effet, considérons la composition au sens de Volterra et par rapport au point x 
du noyau E*(x’, x) et de la distribution v(x) : si | est une fonction arbitraire de G,, la 
distribution composée u est définie par : 


(7.6) <u(x'), (x!) > =<o(x), e(x)> 


ou ¢ est la fonction déduite de | par la formule (7.1), c’est-a-dire la solution unique 
de L'p = aAsupport compact dans le passé. Comme &,(S())n &_(S(v)) est compact, 
le second membre de (7.6) a un sens quel que soit ¥. Nous noterons cette composition 


(7.7) u(x’) = [E*(x’, x)o(x)n(x) 


D’aprés sa définition, u est tel que S(u) est dans &_(S(v)), donc est a support compact 
dans le futur. 

La distribution u vérifie (7.5). En effet, si g est une fonction 4 support compact 
dans Q : 

lo. ti oF, 
donc d’aprés (7.6) 
Lt, O- = <00> 

et (7.5) est vérifiée au sens des distributions. 

En particulier, si v est une fonction ) a support compact dans le futur, wu est 
nécessairement la solution usuelle @ donnée par (7.4). 


8. Relations entre les noyaux élémentaires. Propagateurs. 


a) Désignons par E**(x’, x) les noyaux élémentaires associés a l’opérateur L’ 
adjoint de L et considérons la fonction ()¢@) : 
(8.1) g(x") =<E™ (x, x’), b(x)> 
Son support est dans le passé du support de et ona: 
Ly 94(x") =<L, E(x, x’), (x) > = <8(x, 2’), U(x) > = $(%') 
Ainsi, quelle que soit )¢Q%%, la fonction ¢, définie par (8.1) coincide avec la fonction ¢ 
définie par (7.4). Il en résulte : 


(8.2) Bn) Es (ax) 
et de méme 

(8.3) ea — Emir, 8) 
Ainsi 

(8.4) Mee ene) = 00,00") 
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b) Introduisons le scalaire-distribution défini dans Os © pars: 
(8.5) G(x, x’) = E(x’, x) —E-(#’, x) 

Pour chaque x’¢Q, il définit un scalaire-distribution dans Q dont le support 
est dans et sur le conoide I',,. De plus il satisfait, relativement a x, 4 ?équation homogéne 
(8.6) b Gia 0 
Au noyau G nous donnerons le nom de propagateur scalaire relatif 4 Popérateur L. 

A V’opérateur adjoint L* correspond le propagateur : 

G" (x, #'). = E* (4; x) E(x’, x) 


qui satisfait, relativement a x, a l’équation homogéne : 
iG 0 
Wen (8.2), (8-9) dl resultes: 
G (xpd Ess x’) — Et (x, x’) 


soit 
(8.7) G"(x, x’) =— G(x’, x) 
Le propagateur G(x, x’) satisfait ainsi, relativement a x’, ’équation homogéne : 
(8.8) Ee Ginx )=6 
c) Supposons auto-adjoint Popérateur L : 
Lu= (A+c)u 
On a alors d’aprés (8.2) et (8.3) : 
(8.9) Eyre Ve Ee (8, or) 
etrde (G27) il resulte’ 
(8. 10) G(x, x’) =—G(x’, x) 


Ainsi, pour tout opérateur auto-adjoint L, le propagateur G est un noyau anti- 
symétrique satisfaisant : 


(8.11) LG, x \)=0 


d) Envisageons en particulier l’espace-temps de Minkowski de la relativité restreinte 
et Popérateur A, hyperbolique normal, relatif 4 la métrique de cet espace. Si Dj) (y’,2) 
et Dj(x’, x) sont les noyaux élémentaires correspondants, Dy (x’, x) satisfait pour 
chaque x’ 


eli ed eee aun) 

et pour chaque x’ a son support dans le passé de x’. De méme : 
AG eh) es) 

et Dj (x’, «) a, pour chaque x’, son support dans le futur de x’. 
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On sait que le scalaire-distribution D(x) de Jordan-Pauli peut s’écrire 
D,(x) = D™"(x) — D* (2) 


ou D™ a son support sur le demi-cone futur de l’origine et D* sur le demi-céne passé 
de lorigine et od, avec notre définition de lopérateur A, 


AD"™* (x) = —8(x) AD**(x) = —38(x) 
Posons maintenant : 
Dk Se) DY 2D (xx) 
et 
(8.12) DiG@x = Dx = x4) 
On a: 
BED (x) = o(x',.x’) Tad Wht ies aay at 


ou, pour chaque x’, D'*(x’, x) a son support sur le demi-céne passé de x’ et? D(x’, x) 
sur le demi-céne futur de x’. Du théoréme d’unicité il résulte : 


Deen = rx x) Daibex Dae) 
Il vient par suite : 
Dic.) =D, 4) — De 8) 
soit d’aprés l’antisymétrie de D,(x, x’) : 
(8.13) Dien) =D (x 5x) —=D;, ae) 


Ainsi D,(x, x’) est le propagateur scalaire associé sur LTespace-temps de Minkowski a 
Popérateur A. C'est le « propagateur de Fordan-Pauli ». 


8 bis. Solutions d’équations-homogénes. Probléme de Cauchy. 


BY 


a) Soit ) une fonction 4 support compact dans ©. Considérons le scalaire-distri- 
bution u défini par composition au sens de Volterra du propagateur G et d’un scalaire- 
distribution v. D’aprés la définition de cette composition 


(8 bis-1) u(x’) = i G(x, x’)v(x) n(x) 
ona 
(8 bis-2) <u, p>=<z, o> 


ou la fonction 
(8 bis-3) p(x) =<G(x, x’), h(x’) > 


satisfait L*p =o. La distribution u est définie si (8 bis-2) est définie quelle que soit 
ve, en particulier, d’aprés l’étude qui précéde, si v est a support compact dans le passé 
et le futur. 
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Si ) est 4 support compact, on a : 


< La, p= <4, Lor =i 


x(x) =<G(x, x’), Lytp(x’) > =<L,G(x, x’), b(x’) > =0 
Par suite, au sens des distributions, 
(8 bzs-4) Lu=o 
Inversement, soit w un scalaire-distribution dans 2 solution de (8 dzs-4). Consi- 
dérons un recouvrement de 2 par deux sous-ensembles fermés 2, et Q_ respectivement 


compacts dans le passé ou dans le futur. Un tel recouvrement peut étre réalisé par 
partage par une section d’espace. D’aprés Schwartz, on sait que 


U =U, + Uy 


ou S(u,)cQ, et S(u,)cQ_. Posons : 
Lu,=—v We) 


ot S(v) est dans l’intersection Q,qQ_, donc est compact dans le passé et dans le futur. 
D’aprés la propriété de support de u,, on a, en vertu de (7.7), 


u(x") = — [ E(x’, 2)0(x) (x) 
et, d’aprés la propriété de support de u,, on a de méme en vertu de (7.7) : 


tn(x') = [E*(x', x)0(x)n(z) 
Il] en résulte : 
u(x’) = | G(x, x’)o(x)n(x) 
Ainsi : 
Théoréme. — Toute solution distribution d’une équation homogene dans Q peut étre obtenue 


par composition au sens de Volterra du propagateur G avec un scalaire-distribution qu’ on peut choisir 
a@ support compact dans le passé et dans le futur (+). 


x 


6) Soit v un scalaire-distribution 4 support compact dans le passé et le futur, et 


supposons qu’il existe une solution u 4 support compact dans le passé et dans le futur 
pour l’équation : 


(8 dis-5) Luo 


u étant a support compact dans le passé, on a : 


u(x’) = [E~(x’, x)o(x)n(x) 


(7) Ce théoréme est di a Y. Fouriés-Brunat, Comptes rendus Acad. Sc., t. 251, p. 29-31 (1960) [3]. 
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u étant a support compact dans le futur, ona: 
u(x’) = [E+(x’, x)o(x)n(x) 
Il en résulte que, nécessairement : 
(8 bis-6) ; [G(s x)o(x) n(x) =0 
Inversement, si (8 bis-6) est satisfaite, le scalaire-distribution : 
u(x’) = [E~(x’, x)0(x)n(x) = [E*(x’, #)o(x)n(x) 
est solution de (8 bzs-5) et son support est compact dans le passé et le futur, puisque 
sous-ensemble fermé respectivement du futur de S(v) et du passé de S(v). Ainsi : 


Théoreéme. — Pour que l’équation 
Lg=7 


ou v est un scalaire-distribution a support compact dans le passé et le futur, admette une solution a 
support compact dans le passé et le futur, il faut et il suffit que : 


[ G(x, *’)o(2)n(x) =0 


c) Le propagateur G intervient aussi de maniére simple dans la solution du 
probléme général de Cauchy. 
Considérons le bitenseur-distribution, 1-tenseur en x et scalaire en x’, défini par : 


(8 bis-7) AX (9) = E(x’, x)d,9(x) —9(x)d, E(x’, x) —bo(x) E(x’, x) 

ou b est le 1-tenseur en x apparaissant dans l’expression de L, et ot ¢@ est une fonction 
arbitraire de classe C’*®. Pour x’ fixé, on a S[A7(~)]C&_(x’) et larelation (5.5) donne : 
(8 bis-8) —3,A7(9) =3(x, x”)9(x) —EX(x’, x)L,@(3) 

Soit = une hypersurface orientée dans l’espace, définissant dans 2 deux composantes 


connexes ouvertes ©’ et 2” telles que Q’= Q’u soit compacte vers le passé et Q”” = QUE 
compacte vers le futur. Si Y¢Y%, considérons le vecteur w~(¢) défini en x par : 


(9) =<A~(9), Ya’) > 
Son support est dans le passé du support de v. Si nous introduisons le flux de ce vecteur 
a travers = orientée de Q”’ vers Q’, application linéaire continue 

V+ flux, (¢) 

définit un scalaire-distribution en x’ 
(8 bzs-9) flux; A7 (9) 
qui ne dépend que des données de Cauchy définies par ¢ sur X. Si Y a son support dans Q”, 
il est clair que flux, (@) est nul. Par suite (8 b7s-9) a son support dans Oe 
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(8 bis-g) peut aussi étre défini de la maniere suivante : considérons la composition 
au sens de Volterra de 3,A~(¢) et de la distribution ¢’ défini par une fonction égale a 1 
dans Qa 6 dans 7s: 
u(x’) = [3,A7()e’(x) n(x) 


Si be@h, ona: 
<a =e he. 


‘ 


ou 


(x) =<8,A7(9), b(*’) > = 8,07 (9) 
Par suite, d’aprés la formule de Stokes : 
<u, b> = [i x(#)a(e) = [8:07 (9) a(#) = fluxyo7 (9) 
Ainsi ; 
(8 bis-x0) flux; A~(9) = [8,A7(@)e"(#)n(4) 
Nous désignons par A*(¢) le bitenseur-distribution qui se déduit de A™(¢) par 


la substitution de Et(x’, x) & E~(x’, x). Avec des définitions et notations symétriques 
des précédentes, on voit que : 


flux; A*(@) =— [3,A+(9)©”(x)n(x) 


a son support dans Q’, Introduisons le bitenseur-distribution B(~) = At(~) —A~(¢) 
dans QQ. Avec la méme définition pour le flux, il vient : 


flux, B(@) = flux, At (~) — flux; A7(9) 
d) Soit une fonction de classe C**? dans Q solution de l’équation homogéne : 
(8 bis-11) L,o(*) =0 
Si ~eD%, il résulte de (8 bis-8) 


@(*) <8(x, x’), p(x’) > = —<8,A~(¢), b(x’)> 
Soit 


(8 bis-12) (x) h(x) = —8, 07 (¢) 


Soit 9’ (resp. 9’’) une fonction égale 4 @ dans Q’ (resp. 2”), A o dans Q” (resp. Q’). 
De (8 bis.12), il résulte par intégration 


[.0°)b(x)9(x) = flux, 0“ (@) 
On en déduit qu’au sens des distributions dans Q : 
9’ (x) = — flux, A~(9) 
De méme, compte tenu de l’orientation de 5 : 
9"'(*) = flux, A*(9) 
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Mais au sens des distributions dans Q, 9 =9'+". Il en résulte qu’au méme sens : 
(8 dis. 13) o(x’) = flux, B(¢) 


ou B(¢) est le bitenseur-distribution construit a partir du propagateur G au moyen de 
la formule 


(8 bis.14) — — B(p) = G(x, x’) d,9(*) — 9(x)d, G(x, x’) —be(x)G(x, x’) 


de telle sorte que le second membre de (8 bis. 13) est manifestement solution de l’équation 
homogéne. Cette formule fournit ainsi une expression de la solution unique du probléme 
général de Cauchy relatif 4 & et 4 l’équation homogéne Lo =o. 


g- Opérateurs différentiels linéaires sur les tenseurs. 


a) Soit toujours V,, une variété différentiable orientée de classe C’*! munie d’une 
métrique riemannienne (g,,) de type hyperbolique normal, de classe Cr. 

Considérons l’opérateur différentiel linéaire A du second ordre, sur les tenseurs T 
d’ordre pf, défini par : 
(9 0 1) (AT) O11. Op Sah Nive te 1 hp a = CV Na Line 


+2 hp 
qui transforme tout tenseur de classe C*+t? (0o<k<h—2) en un tenseur de classe C*. 
Cet opérateur admet pour céne caractéristique en x le céne isotrope C, de la variété 
riemannienne. 

Si U est un autre tenseur d’ordre p de classe C**”, on a : 


(AT, U) re jB ae ie LaLa Ete oe oe a VAS ibe PVE be wee a) aR Vi Sie Ve . 


+ Xp oD 
Désignons par V(T, U) le vecteur : 

(9.2) AE U) zi OA aaa 

Avec cette notation, il vient : 

(9-3) (AT, U) =(VT, VU) + 8V(T, U) 

De (9.3) on déduit : 

(9.4) (AT, U) —(T, AU) =8{V(T, U)—V(U, T)} 


et le premier membre de (9.4) est une divergence dans V,,. 
Si U est un tenseur et T est un tenseur-distribution dans V,, tels que S(U) n S(T) soit 
compact, on déduit de (9.4) par le méme raisonnement qu’au § 5 : 


(9.5) PMA =< TAU 


b) Plus généralement, donnons-nous sur V,, un champ C d’opérateurs linéaires C,, 
sur les tenseurs d’ordre et un champ B d’applications linéaires des tenseurs d’ordre (p + 1) 
dans les tenseurs d’ordre pf, tous deux de classe C"**. Une telle application linéaire en x 
peut étre définie par l’ensemble den opérateurs linéaires Bi (e=1, ..., ) sur les tenseurs 
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. ue * * Z z 
d’ordre p en ce point. Nous désignons par B;* et C; les opérateurs transposes par rapport 
4 la métrique ou au produit scalaire noté( ,  ) correspondant. 

Nous pouvons introduire l’opérateur différentiel linéaire du second ordre sur les 


tenseurs T d’ordre p défini par : 
(9.6) LT =AT + B°V,T + CT 
qui transforme tout tenseur de classe C'** en un tenseur de classe C’. 

L’opérateur adjoint L" de L se trouve défini par : 
(9.7) L'U =AU — V,(B*°U) + CU 
Pour que L soit awto-adjoint, il faut et il suffit que : 

Be = —B° C* = C—V,B° 

Il en est en particulier ainsi en l’absence de termes en dérivées premiéres (B°=o) si 
C2 Ge 

Si T et U sont des tenseurs d’ordre p, de classe C**”, on a : 
(Li, U)—(7, LU) =(AT, U)—(T, AU) + Bvt, Uy 

(T, V,(B°U)) + (CT, U) —(T, CU) 
Be et BY étant transposés, il vient : 
(Bev U) + (1, V;(BPU)) = (VT, BU) ++ (T, Vi (BPO) = Vv el) vee 

Désignons par W(T, U) le vecteur défini par : 
(9.8) Weil Ue (Der eu) 
C, et C, étant transposés, on obtient ainsi, compte tenu de (9.4) 
(9.9) (LT, U)—(T, LU) =3{V(T, U)— VU, T)— WT, U)} 

Si U est un tenseur et T un tenseur-distribution dans V, tels que S(U) aS(T) soit 
compact, il résulte bien de (9.9) que : 


(9. x0) <li =a 


10. L’opérateur laplacien sur un tenseur. 


a) Restreignons-nous d’abord aux tenseurs antisymétriques. Sur ces tenseurs, le 
laplacien A de Georges de Rham se trouve défini par la formule : 


(10.1) AT = (d3+8d)T 

Si l'on explicite cet opérateur en termes de dérivées covariantes, il vient (Ayes 

AT —_wpvT a ee I NBs... Bp P 

( | es e ee (p—1)}m- op ean by — Cp ay [om a ered he Bs...Bp 


() Voir LicHNEROw1cz prlpaes 
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A ° : s A = 
ou ¢« est le tenseur-indicateur de Kronecker. La formule précédente peut étre mise sous 
la forme : 


(10.2) CD ep t 7Y Vevbes cag oe Bape banc =e > R eh sey 


+2 Oy k+l ay P, 419 Oy... +++ Oy 


ou dans le deuxiéme terme du second membre pu. occupe la k°* place, dans le troisiéme 
terme p et o respectivement les k° et 7° places. 

b) Pour tout tenseur 'T (antisymétrique ou non), nous appelons laplacien du tenseur T 
et désignons par AT le tenseur défini par la formule (10.2). L’opérateur qui coincide ainsi sur 
les tenseurs antisymétriques avec le laplacien introduit par Georges de Rham est auto- 
adjoint. En effet, posons : 


(10.3) Dee 


Sd ee —2 R ih ana e. 


Si U est un tenseur arbitraire d’ordre p : 


(Ts) Re ec 2p aR) T 0-6 [Uta eeee¥e ne y 
: Nodes eee saith 


ou, dans la premiére somme, les indices p et v occupent la k° place dans T et U et, dans 
la deuxiéme somme, les indices p et p occupent la k° place, les indices v et o la /° place. 
Des propriétés de symétrie du tenseur de courbure il résulte 


er (1, DU) 


cest-a-dire I°=T, ce qui démontre le caractére auto-adjoint de A. 

Sur l’expression (10.2), on voit que si le tenseur T d’ordre p présente une symétrie 
ou une antisymétrie par rapport 4 un couple d’indices, il en est de méme pour AT. 
Ainst A respecte les symétries du tenseur sur lequel 11 opére. 

On vérifie enfin aisément que Vopérateur A commute avec la contraction. En effet 


Hy Xe u — uy v u 
on >Rapu Olateters ety = 2 Ry T ta tpt Ragu Tye... ++ Op 


De méme : 


(gabe > Be ueae S22 Rog TP... 1 2 2, Rveaje (Ta. feo CHoae a) “le 


k+l Ae) 
4 hes Ons 


k,l>3 X,0, X19 VAlg.ae 0 Oy 


k+l 


ot le deuxiéme terme du second membre est nul par raison de symétrie. Par suite : 


OU S18 Oe Si IN ever bee agers 
k¥l 
Ainsi, si nous posons : 
Uae ee 
il vient : 
fe ET, es 


ce qui démontre la commutation de A avec la contraction. 


315 


28 ANDRE LICHNEROWICGZ 


c) Pour un tenseur T d’ordre 2, on a : 
(10.4) (AT) 4g = — V?V, Tag + R,p 1%, +R, 1. —2 Ryo,p0 1° 

Supposons la variété riemannienne V,, telle que son tenseur de Ricci soit a dérivée 
covariante nulle : 
(10.5) V, Rug =0 

Nous nous proposons d’établir sous cette hypothése deux formules qui nous seront 
utiles dans la suite. T étant un tenseur d’ordre 2, étudions le tenseur SAT. De (10.4) on 
déduit, compte tenu de (10.5) : 
(x0.6) (SAD) ,=VVV,1.—R,V ls —K. Vv le ee 
De Videntité de Ricci, il résulte : 

VVOVi Tig = VV"V, Lap RS OV Tap Ra Vege ee 
Soit : 
VVEV, eee VV, le Bee 

En appliquant de nouveau lidentité de Ricci, on a : 


VeVve WF Tap =v? Vo Ve Top maa, (R°,, as Toe IS R°% 7 fe == vie 


ap, Bo 


Soit : 


VVV T= VV Rev eee 


ap, Bo 
De (10.6) on déduit ainsi : 
(SAT) a= VV, Vales —R,,V*Tf=—v V,(ST)g + Rg, (8T)* 
c’est-a-dire la formule : 
sAT = AST 


Si A est une forme linéaire arbitraire, considérons son laplacien : 
(AA), =— V°V, A, + R,, A, 
et prenons sa dérivée covariante ; 
V.(AA), = —V,V°V, Ag + Rg, V, A? 


De Videntité de Ricci, on déduit : 


V..V?V, Ag = V°V,.V,Ag—R,V°Ag + Ree 
soit en appliquant une seconde fois identité de Ricci : 
Va, VP'V, fg = VV, V,Ag—R,,V°Ag + 2 Rees 


Nous obtenons : 


V,(AA),=—V°V, V,A,-+R,,V°Ag + R,,V,AP—2 R,, o VA? 


ae, Bo 
Ainsi : 
VAA =AVA 
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Nous énoncerons : 


Théoréme. — Sur une variété riemannienne V,, dont le tenseur de Ricci est & dérivée covariante 
nulle, si 'T est un tenseur d’ordre 2 et A un tenseur d’ordre 1, on a les formules : 


(10.7) SAT = AST 
et 
(10.8) VAA =AVA 


11. Noyaux élémentaires et propagateurs tensoriels. 


Sur la variété riemannienne V,, les opérateurs différentiels envisagés sur les 
tenseurs d’ordre p peuvent s’écrire : 


(11.1) LT=AT+B°V,T + CT 


Les considérations développées pour les noyaux élémentaires et propagateurs dans 
le cas scalaire, s’étendent d’elles-mémes sans modification aux opérateurs tensoriels 
précédents. 

a) Etant donnée une boule ouverte Q, il existe dans QxQ deux noyaux élémen- 
taires E?)*(x’, x), c’est-a-dire, pour chaque x’e€Q, deux systémes de distributions 
dans Q a support respectivement dans et sur I’, ou dans et sur I’; et vérifiant l’équation : 


(1x.2) LIE®+(x", 2) = (@x)3(x, 2’) 


ot le second membre est le bitenseur de Dirac d’ordre # introduit au § 4. 
A chaque point de © attachons un repére et désignons par (¢,) le repére en x et 
par (e,.) le repére en x’; E')*(x’, x) est défini par le systéme 


(11.3) EO aphccag® » x) 


de distributions dans 0 x. De Tunicité de (11.3) pour ces repéres et du caractére 


tensoriel en x’ du second membre de (11.2), il résulte que les EY)? , 


;...., Présentent 
le caractére tensoriel relativement aux changements de base en x’. 
D’autre part, pour chaque xeQ, on obtient un systéme de distributions dans Q 


vérifiant l’équation 
Pp 
LE? (47, x) =(@)d(a, x’) 


et les EY’* , x;y, présentent aussi le caractére tensoriel relativement aux changements 
hee Uae 


de base en x. Nous pouvons résumer les résultats essentiels dans les énoncés suivants : 


Théoreme. — Etant donnée une boule ouverte Q, il existe pour Vopérateur L sur les tenseurs 
d’ordre p deux noyaux élémentaires E')*(x', x) dans QxQ, cest-d-dire deux bitenseurs- 
distributions d’ ordre p, satisfaisant relativement a x Tl’ équation aux dérivées partielles 


oy LIE +(x", x) = (x) (x, x) 
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et d supports pour chaque x' respectivement dans et sur Tt et Ty. Ces noyaux satisfont relativement a x' 
Pp 
(11.5) L, EO =(x', x) = (@s)8(x, 7); 


ces noyaux élémentaires sont uniques. 


ne 


Théoreme dunicité. — Tout tenseur-distribution T dans Q qui est solution de Véquation 
homogine LIT =o et dont le support est compact dans le futur (ou le passé) est nécessairement nul. 
b) Introduisons le bitenseur-distribution défini dans 2 xQ par : 
(11.6) E(x, x’) =E®)*(x’, x) —E™—(x’, x) 


Pour chaque x’€Q, le support dans Q est dans et sur le conoide caractéristique T,,. 


, 


De plus il satisfait, relativement 4 x, Péquation homogéne : 
(11.7) LEV Gx 0 
Au noyau E”) nous donnons le nom de propagateur tensoriel relatif 4 Popérateur L. 


A Popérateur adjoint L* correspond le propagateur tensoriel E(x, x’) qui satisfait 
relativement a x léquation homogéne : 


Eee eG a) =o 
Entre E”) et E*?) on a la relation : 
(11.8) E"?)(x, 2’) = — E®)(x’, x) 
Supposons Vopérateur L auto-adjoint. On a alors : 
Et (y= BOS (ax) 


et le propagateur tensoriel E(x, x’) est un noyau antisymétrique en (x, x’). 
Les considérations développées pour les propagateurs dans le cas scalaire, relative- 


ment aux solutions de l’équation homogéne, s’étendent sans modifications aux propa- 
gateurs tensoriels associés aux opérateurs L précédents. 


12. Propagateurs antisymétriques associés 4 Vopérateur (A+) sur les 
formes. 


a) Considérons l’opérateur auto-adjoint sur les tenseurs T d’ordre p défini par : 
(A+ aT 


ot A est le laplacien introduit au § 10 et » un scalaire constant. 

A tout tenseur antisymétrique, lopérateur (A+ p) fait correspondre un tenseur 
antisymétrique. Ainsi (A+) opére sur les p-formes. En antisymétrisant les noyaux élémen- 
taires E)+(x’, x) relatifs A notre opérateur, on voit qu’il existe deux noyaux antisymé- 


. ( \+ , . , . . 
triques G”’*(x', x) qui, pour chaque x’, satisfont relativement A x Péquation aux dérivées 
partielles : 


(12.1) (A, + p)G'*(x', x) =8"(x, x") (p=o, 1, ..., 2) 
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et sont a supports respectivement dans et sur [7 et [7. Pour chaque x, ces noyaux 
définissent deux solutions dans © relativement 4 x’ de : 
(12.2) (A, +p) G(x’, x) = 8?)(x, x’) 
Ces noyaux sont uniques et 
G+ (x, x’) = G?)— (x’, x) 

b) Nous appelons propagateur antisymétrique d’ordre f relatif a lopérateur (A + p) 
la bi-f-forme distribution définie par 
(12.3) G(x, x") GO (x", x) GO (x’, x) 


Pour chaque x’ dans Q, le support est dans et sur le conoide caractéristique T’,,. G® satisfait, 
relativement a x, l’équation homogéne : 


(12.4) (A, +n)G(x, x’) =o 
Enfin, le noyau G"!(x, x’) est antisymétrique en x et x’. 


c) Les opérateurs A, et d,, commutent sur les formes. De (12.1) on peut donc 
déduire : 


(12.5) (A, + u)d, G(x’, x) = d,,3°(x, x" 
D’autre part, les opérateurs A, et 5,, commutant, on a : 
(12.6) (ea eG (xe x) =o SPT ey) 
De la relation (4.12) soit : 
Oe ekg ao (oe a (P= Ont, ee, — 1) 

on déduit par soustraction de (12.5) et (12.6) 

(A, ae 2) (Gere le d,, ee) =o 
ou, pour chaque x’ de Q 

8, GeTrs (xy x) —d, GY +(x’, x) 


a son support dans et sur un demi-conoide caractéristique. Du théoréme dunicité, il 
résulte ainsi : 
(12.7) SiGe Ue eee a) (t.x) (p= OTS 25, N—T) 

Par soustraction, on voit que les propagateurs antisymétriques des différents ordres 
satisfont aux relations différentielles (+) 


(12.8) 8,GP*N(x, x’) dy G(x, x’) (p20, 1, -..,2—1) 


d) Des relations différentielles (12.7) on tire une conséquence simple concernant 


BN 


la composition de Volterra. Soit U une p-forme-distribution (p=0,1,...,m—1) a 


(2) LicHNERowicz [2]. 
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support compact dans le futur. La composition au sens de Volterra (voir § 7) du noyau 
G®)+(x’, x) et de U(x) ayant un sens, considérons la f-forme-distribution T définie par : 
(12.9) T(x’) = [GO +(x’, x)U(x)n(x) 
et étudions sa différentielle extérieure. Celle-ci se déduisant par antisymétrisation de la 
dérivée covariante, on a pour toute (p-+-1)-forme V 4 support compact : 
(12.10) <d,,T(x’), V(x’) >=(p+1)<T(*), 8, V(x’) > 
Or, d’aprés la définition de la composition de Volterra : 
(12.11) Te) 30, ene ee 
ou lon a posé : 

R(x) =<G)+(x’, x), 3, V(«’)> 


qui peut aussi s’écrire 
I 


ge 


R(x) <0, Ge Fixx), Vo 
soit, en vertu des relations différentielles (12.7) : 
I 


R(x) a i 


<§; Gees (tw 


En posant 
SQ =< Geers (ex), Vale 
ou le support de S est contenu dans &,[S(V)], on a d’aprés (12.10) et (12.11) : 
Sd Lik )y NV ee Ue Oe 
L’intersection &,[S(V)]n&_[S(U)] ot S(V) est compact et S(U) compact vers le 


futur est un compact K. Soit « une fonction suffisamment différentiable a support 
compact, égale 4 1 sur un voisinage compact de K. Ona: 


I 


fory 


<U(x), 8,S(x)>=<U(x), 3,{a(x)S(x) }> =——<d, U(x), a(x)S(x)> 


Ainsi : 


UO NE Ss 


dy lI (4), (Ke 


Pet 
Nous obtenons ainsi, quelle que soit la (p+-1)-forme V A support compact : 
(12. 12) <d, T(x’), V(x") >=——<d,U(a), S(x)> 
prt 
avec 
(12.13) S(%) =<GPtO4 (x x), Vix) > 
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Les relations (12.12), (12.13) expriment que d,,T(x’) est la composition au sens de 
Volterra de G?*"*(x’, x) et de (1/p+1)d,U(x). La p-forme distribution T définie 


par (12.9) admet donc comme différentielle extérieure : 


(12.14) dy T(x’) =) +(x, x)d,U(x)n(x) (p=0, 1, ....2—1) 


e) D’aprés l’extension aux opérateurs du théoréme du § 8 bis, toute p-forme 
distribution T, solution de l’équation homogéne 


(A+yu)T= 
peut s’écrire au moyen de la composition de Volterra 


= [G(x, x") U(x)n(x) 


ou U(x) est une f-forme distribution 4 support compact dans le passé et le futur. Nous 
dirons que T dérive de la source U. 


De 
T(x’) = [G+ (x, x)U(x)n(x) — [G- U(x) n(x) 
on déduit d’apreés Be 
dT (x) = + (x, x)d,U(x)(x) — [GP+9- (x, x)d,U(x)n(x) | 
Par suite : 
dat = p78 #)LU (4) (8) 


et dT, solution de l’équation homogéne associée a (A+), dérive de la source (1/p-+1)dU 


13. Propagateur symétrique associé a Vopérateur (A+) sur les tenseurs 
symétriques d’ordre 2. 


a) L’opérateur auto-adjoint (A+) (u=const.) opére sur les tenseurs symétriques 
dordre 2. 
D’aprés (10.4) : 


(13.1) (AN jeg lg = VV eek Te - R He Rogol Ol os 
Par symétrisation des noyaux élémentaires E*)=(x’, x) relatifs & notre opérateur, on voit 


qu’il existe deux noyaux symétriques K*(x’, x) ou bi-2-tenseurs-distributions symétriques 
d’ordre 2, satisfaisant relativement a x 


(13.2) (A,-+ u) K(x", x) = (S?x)3(x, 2) 
ou + vérifie (4.1) et ot S*z est le bitenseur symétrique : 
(13-3) (Sx) a0, xu! = Tan’ Four TF Tou! Fer’ 
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Pour chaque x’ ils sont 4 supports respectivement dans et sur I}, et 7. Par rapport a x 


ces noyaux vérifient : 
(13.4) (A, +p) K*(x', x) = (St) 8 


Nous appelons propagateur symétrique relatif 4 (A+) le bi-2-tenseur-distribution 


symétrique défini par : 
K(x, x’) =K* (x, x) —K (4 2) 


Par rapport 4 x, ce propagateur satisfait l’équation homogene 
(13.5) (A, + u) K(x, x’) =0 
b) (13.2) s’écrit explicitement en coordonnées locales : 
(13.6) (A, + 2) Kop, vu = (Tan Tou + Faw’ Far) 
Désignons par Kj, et K,,,,, les contractés en x de Kip yy et Kag yy : 
Ki. =p" Kia vw Ky = ee Kyo, n'y! 


Ce sont des bitenseurs-distributions scalaires en x et tenseurs symétriques d’ordre 2 en x’. 
Par contraction de (13.6), il vient, l’opérateur A commutant avec la contraction 
(voir § 10) 

(A, a 4) Kew = 2 Ty)! 7/9 
Or 

Tan! Ty! o= Brry'(*')8 

I] vient ainsi : 
(13.7) (A, +p) Ki, =2 Sxyr9 
D’autre part, si G®+ sont les noyaux scalaires relatifs A l’opérateur A+ de: 


(A, +u)GO t= 8 


on déduit par multiplication par 2 g,,,,,, tenseur en x’ : 


(13.8) (A, + uw) (2 CG) —=.2 Eyryr9 
En retranchant (13.8) de (13.7) et appliquant le théoréme d’unicité, on obtient : 
(13.9) Kai (%’, *) = 2 Sy (#")GO* (x, x) 


On en déduit pour les propagateurs correspondants la relation (1) : 
(13. 10) Kyl, x’) male Byry(x')GO(x, x’) 


c) Etant donné, sur la variété riemannienne V,, un vecteur A, nous désignerons 
dans la suite par DA le tenseur symétrique d’ordre 2 obtenu par symétrisation de la dérivée covariante 


de A 
(13.11) (DA) = VAs VAS 


(1) Licungrowicz [3]. 
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soit 
QN= L(A)g 
ot. (A) est Popérateur de transformation infinitésimale relatif 4 A et g le tenseur 
métrique. 
Avec ces notations, proposons-nous d’évaluer $,,[(S?z)3]. Le résultat ne dépendant 


pas du choix de 7 astreint a satisfaire (4.1), on peut astreindre provisoirement 7 & satis- 
faire en outre (4.11). Il vient : 


{5,,[(S?r) 5] Ve ame Vv { (Toa! Toy! = Tous’ Ten’) 9 

soit d’aprés (4.7) : 
{8,.[(S#2)8] bone = Taye Vad + Ton’ Vad 
On obtient ainsi four tout bitenseur + satisfaisant (4.1) : 
{8,-[(S?r) 5] ae a ValT eu’) aie Va(Tay! 8) 
puisque les deux membres ne dépendent pas du choix de 7, soit : 
(13.12) 3, [(S?z)8] =F, (78) 
d) Cela posé, supposons la variété riemannienne V,, telle que son tenseur de Ricci 


soit a dérivée covariante nulle. Si G")*+ sont les noyaux élémentaires associés 4 l’opéra- 
teur (A+vy) sur les formes linéaires, on a : 


(A, + y)GY*(x', x) =28(s, 2’) 
Sous l’hypothése faite, V, commute avec A, (voir § 10) et il vient : 
(A, +2) V,G9*(x’, x) = V,(18) 


En symétrisant, on obtient : 


(13.13) (A, + 2) D,G*(x', x) = D,(78) 
D’autre part 5, commute avec A, et de (13.2) il résulte : 
(13.14) (A, + v)8,,K*(x’, x) =8,[(S?t)3] 


Par soustraction de (13.13) et (13.14) et compte tenu de (13.2), on obtient : 
(A, + p) (3, K* — 9,69*) =0 


Soit, en vertu du théoréme d’unicité, 

Sena GY (x x) 
Ainsi, si V, est telle que son tenseur de Ricci soit a dérivée covariante nulle, le propagateur K 
relatif & Popérateur (A+) sur les tenseurs symétriques d’ordre 2 satisfait la relation différentielle 
(Lichnerowicz [3]) 
(13.15) Set = 7G (xx!) 


soit, sous forme explicite, 
x’ = (1 (i) 
i V Kya, Aw’ — V,Gu 4- Ve Cy 
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14. Propagateurs tensoriels relatifs a lespace-temps de Minkowski. 


Nous avons vu que si la variété riemannienne envisagée est lespace-temps de 
Minkowski de la relativité restreinte, le propagateur scalaire relatif 4 lopérateur A 
n’est autre que le propagateur D, de Jordan-Pauli. Proposons-nous d’étudier pour cet 
espace-temps les propagateurs tensoriels relatifs a l’opérateur ft 

Pour un tel espace, si U est un tenseur arbitraire : 


AU=—V°V,U 
et il est clair que si T est un tenseur a dérivée covariante nulle (*) : 


A(T®U) =T@AU 


Cela posé, considérons, avec les notations des §§ 3 et 8, les bi-p-tenseurs : 
(@?t) De (x' *) 
ou t est le bitenseur de transport qui est a dérivée covariante nulle. On a : 
A,[(@?2) De (x’, x)] = (@72)A, De (x’, x) 
Soit 
A,[(@?t) De (x’, x) ] = (@?#)8(x, x’) 
Du théoréme d’unicité, on déduit que si E®)* sont les noyaux élémentaires correspondant 


a lopérateur A sur les tenseurs d’ordre p : 


(14.1) EO *(x', x) == (@?#) DF (2’, *) 


Il en résulte pour les propagateurs tensoriels correspondants : 


(14.2) E(x, x’) = (@?t)D,(x, 2’) 
Les propagateurs antisymétriques relatifs 4 A sont donc donnés par : 
(14.3) G(x, x") = (AP4) D(x, «’) 


et le propagateur symétrique d’ordre 2 par : 
(14.4) K(x, x’) = (S*2)Do(x, x’) 


Ces résultats s’étendent immédiatement aux propagateurs relatifs 4 lopéra- 
teur (A+) dans l’espace-temps de Minkowski. Si D(x, x’) désigne le propagateur 
scalaire (dit aussi de Jordan-Pauli) relatif 4 cet opérateur, le méme raisonnement montre 
que le propagateur tensoriel d’ordre p correspondant est (®?t)D(x, x’). 


(*) Sur une variété riemannienne arbitraire, on notera que si T est un tenseur 4 dérivée covariante nulle, on a 


(1) uR ° - 
- oe, Au Lo,... +++ Oy =O 


Par contraction, il en résulte AT=o. Si U est un tenseur quelconque, on déduit de méme de (1), A(T® U) =T ®@ AU. 
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II 


PROBLEMES DE QUANTIFICATION 
EN RELATIVITE GENERALE 


15. Commutateur pour le champ électromagnétique libre en présence de 
terme de masse. 


Dans un espace-temps V, de métrique donnée quelconque, considérons un champ 
électromagnétique F que nous décrirons au moyen d’une 1-forme potentiel-vecteur 9 


avec 
F=do 


ou d est lopérateur de différentiation extérieure. 
Dans le cas ot il existe un terme de masse, © est astreint a l’équation de champ : 


(15.1) D/O =e OF ale" == Const. 0) 
e* étant différent de zéro, on déduit de (15.1) par multiplication par $(3?=0) 
s9=0 


Par suite (15.1) est équivalente a l’ensemble des deux équations : 


(15.2) (A—¢)\o =0 
et 
(15-3) 89 =0 


o étant une 1-forme 4 valeurs dans un espace vectoriel d’opérateurs de Vespace de 
Hilbert, nous nous proposons d’évaluer le commutateur [9(x), @(x’)] (x, x’€V,) cest-a- 
dire de construire une bi-1-forme distribution X a valeurs scalaires, qui pour chaque x’ 
ait son support dans et sur le conoide caractéristique I',,, soit antisymétrique en x et x’ et 
satisfasse relativement 4 x (ou x’) l’équation (15.1) ou le systéme (15.2), (15.3). 

On établit classiquement en relativité restreinte qu’avec nos notations, on a (?) : 


(4) Voir par exemple Bocotiousov et Cuirxov [1], Dunod, Paris, 1960, formule (11.27). 
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ot: t est le bitenseur de transport et D le propagateur de Jordan-Pauli relatif a Popéra- 
teur (A—e?). Ceci nous conduit a considérer en relativité générale la bi-1-forme 


distribution : 


(0) 


ot G") (resp. G) est le propagateur d’ordre 1 (resp. 0) associé a Yopérateur (A—e?). 
Pour chaque x’, X a bien son support dans et sur le conoide caractéristique I',,. D’aprés 
Vantisymétrie en x, x’ de G et G” et la commutativité de d, et d,, X est bien anti- 
symétrique en x, x’. 
On a d’autre part : 
I 


(A,—2)X = (A,—2)G! —— dd, (A, = &)G” 
€ 
soit 
(A,—2)X =o 
et 
$.X =8,G"——d,A,G =3,G% —d,G 
x xz 2 xz HH xz x 


soit, d’aprés la relation (12.8), 8,X =o. Ainsi (Lichnerowicz [4]) 

, h ta I , 
(15.4) [o(x), e(x’)] =—>(GM(x, x’) — 44, d, G(x, x’)) 
nous fournit un commutateur compatible avec le systéme (15.2), (15.3) et qui se réduit 
en relativité restreinte au commutateur classique. Comme d?=o0, (15.4) conduit pour 
le champ électromagnétique F au commutateur 


[F(x), Fle] =—44,d,.G(x, 2’) 
16. Commutateur pour le champ électromagnétique libre sans terme de 
masse. 


En labsence de terme de masse (c?=0), l’équation (15.1) est invariante par 
transformation de jauge. Une telle transformation permet d’astreindre ¢ A la condition 


de Lorentz (15.3). Nous choisirons alors classiquement, comme équation de champ 
pour le potentiel-vecteur : 


(16.1) Ag =o 
qui entraine 
(16.2) Ase =o 


On peut alors adopter comme commutateur pour le potentiel-vecteur : 
h 
(16.3) Lo(*), o(x’)] = {GM (x, x’) 
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ot G" est le propagateur d’ordre 1 relatif 4 l’opérateur A. De (16.3) il résulte : 


[o(x), 8: 9(x)] =— 94,6 (x, 2’) 


et par suite : 
aera [3.9(x), 8 o(x’)J=—4A,G%(x, x/) =o 


Le commutateur (16.3) est compatible avec (16.1), mais non avec (15.3). Il nous 
suffit alors d’astreindre les états ® a la condition supplémentaire 89|®> =o qui, 
d’aprés (16.2), ne porte que sur les données initiales d’un probléme de Cauchy, ou, 
en présence d’une définition du vide, 4 une condition supplémentaire du méme type, 
mais affaiblie. 

(16.3) conduit, pour le champ électromagnétique lui-méme, au commutateur 
(Lichnerowicz [2]) 


[F (x), F(x’)] = —"d,d,G(x, x) 


2 
qui correspond formellement au commutateur obtenu au § 15. 
On notera que ce commutateur est compatible avec les équations de Maxwell usuelles 


dF =o sF=0 
On a en effet, d’aprés les relations différentielles (12.8) : 
d,d,,G" = d,8,G® = A,G® —§,d,G® = —3,d,G® 


ot. G® est le propagateur antisymétrique d’ordre 2 relatif a l’opérateur A. De d?=o, 
52=0, on déduit que le commutateur est bien compatible avec les équations de Maxwell. 


17. Champ gravitationnel varié. Variation du tenseur de courbure. 


Sur un espace-temps donné V,, considérons une variation arbitraire h,g=Sg,, du 
tenseur métrique. Nous nous proposons d’établir quelques formules préliminaires relatives 
a la variation correspondante du tenseur de courbure. 

a) Si 98,5=/gg, On a: 


(17.1) §g%° = — g* o®*h,, = —h* 


Pour évaluer le tenseur XY, =dI%,, variation des coefficients de la connexion (rapportée 
a des coordonnées locales), calculons : 


I 
d[af, e] = 2 (0A, ae Ophac air Ge hyp) 
Sota: 


! fo} 
d[ a8, e] a 2 (VA, ate Vela a V, hig) ae hive lie 


Co 
ce 
af 
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Le tenseur X vaut ainsi : 
: o 
Xi, = 02" [a8, eo] + 5 (Walig” Te Vig aie 
soit 


XY, = — AY Te, +h% S54 : (Va lig’ + Volt,’ — V" haa) 


Nous obtenons : 


(17.2) y= 5 (Val! + Veh’ —Vhag) 
En posant : 
(17.3) >So == [Leas Xba 
il vient : 
I 
(17 9 4) Dae ai 2 OV 5 Ney ae Ve hae aes VAoa) 


6) Evaluons maintenant la variation du tenseur de courbure dont les composantes 
s’écrivent en coordonnées locales : 


R% ya = 2, UG3— OaVG, + Poy Pbs— Peal by 
Il vient * 
dR%_¥5 ae 0, Xgs— O5Xe, af dee. 88 — Vey 28) =e (Tsshay B38 Soy) 
Dev: 
Vy G5 = Oy Xp5 + Poy Xps— D3, Sea DS, Xe. 
on déduit la formule 


(17.5) SARUM er ee 


18. Calcul de SR,,,5 et SR, 


Nous considérerons fréquemment dans la suite des tenseurs HH, .3 Jouissant, comme 
le tenseur de courbure, des propriétés de symétrie : 


(18.1) Fag. ys = — Aga, ya = — Hag, by Miva ge 
et satisfaisant l’identité : 
(18.2) 5 H49,y3= 0 

apy 


ou S désigne la sommation aprés permutation circulaire sur les indices. 


L étant un tenseur arbitraire d’ordre 4, nous introduirons le symbole &, soit SL 


ay, BS 
pour signifier : 


n 


aes as Ly, ast Los, ay Ley, a8 Lys, By 
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Le tenseur obtenu est antisymétrique par rapport au couple («, 8) et par rapport au 
couple (y, 5), mais ne jouit pas d’autre propriété de symétrie. 
a) Cela posé, évaluons le tenseur 


(18.3) Myo, y5(2) =SRag, ys 
qui, d’aprés sa définition méme, vérifie les identités (18.1) et (18.2). Ona 
M5, y3( 2) =8(84, R°, Va) 845 SR°, V5 anes R°a v3 
soit d’aprés (17.5) 
(18.4) M,.,y3(h) = V,Xaas— Vs Xapy + Map R%o, ys 
Or ce-17.4) al-résulte_: 
(18.5) 2(V, Xags— Vs Xsaay) = Vy (Velas-+ Valteg— V.Pas) — Va(Vahiy + Vy 4ag— V.Pey) 


Désignons par P(h) Popérateur sur les tenseurs A symétriques d’ordre 2 qui, a un tel 
tenseur, fait correspondre le tenseur d’ordre 4 défini par : 


(18.6) P 9, 78( 2) = Ace 


Doses), ul vient: 
2(V,Xues— Vs Xagy) = — Pag, ys( 2) + (Vy Vs— Va Vy) Fog 
soit : 


2 Ve X63 = Vs x ) ey Pig, a(/) ad Nog R°e v5 na hee Rees 


apy 


En reportant dans (18.4), il vient : 


(18 ° 7) 2 M,¢, x5 (A) ee Pi, ya( 2) aa hyo R°e v3 ot hg. ee vd 
b) Considérons d’autre part le tenseur : 
(18 : 8) Nae, ya 2) = Sars pusyE se SR 


qui vérifie aussi les identités (18.1) et (18.2). De la relation : 
ORE ee ee Re) 
on déduit 
SRB pee eM, y(t) — DAY R, 


ot. = désigne la somme de quatre termes formés d’une maniére évidente. On obtient 


ainsi : 

(18.9) Nag,yo( 2) = Mag, ya( 2) — Uap R%s, 43 

Ainsi le tenseur : 

(18. 10) Q 2, ~8(2) = Mag ys(2) + Nag, a2) 

qui vérifie toujours les identités (18.1) et (18.2) a la valeur : 
(18.11) Q. 10, y8(4) = — Pag, ys( 2) — hyp Rag, °s— ap Rao,” 
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L’opérateur Q(h) défini par (18.6), (18.11) jouera un role intéressant dans le cas 
particulier des espaces 4 courbure constante. 

c) A étant un vecteur arbitraire, nous aurons besoin en particulier d’évaluer Q(ZA). 
Pour h=Q@A, M(QA) n'est autre que la dérivée de Lie relativement a A du ten- 
seur R,, 3. Si (A) est Popérateur de dérivation de Lie 


(18. 12) Myo, ya(DA) = L(A) Raa, ys = A° V, Rag, ys + =VaAp Rs, v8 


D’autre part N(GA) est fourni par : 
N*8.78(QA) = £(A)R%®* 8 — APV RV A*R,O 
isen, resulte: : 
(18.13) Nya v3( GA) =A’ V, Rip ys —2V Ag Rp vs 
Par addition de (18.12) et (18.13) on obtient : 
(18.14) Q..6,73( DA) =2 A°V, Ryo vs + 2(ViA,— Vp A.) Rs +3 
d) Evaluons enfin le tenseur dérivée covariante de Q.,,,3(4). En coordonnées 
locales, on a 
V. Ry y3 aa 0. Rug ys rac 5 hee Res 
Par variation il vient : 


SV. Raa ya = d.oR 46 y3— XT S.dRy 6 3 2X Roa 
On obtient ainsi : 


(18 : 15) We M oo ys( 2) Pa éV. Rag 75 ae PP.Sar R*® 


B, 8 

On a d’autre part d’aprés (18.9) : 

(18. 16) VeNue,ya( 2) = Ne Myo, ys( 4) =a UV Ngo Ee re Lhe Menges 
De (18.15) et (18.16) on déduit, compte tenu de (17.4) 

(18. 17) V.Q 40, y3( 4) =2 dV.Rig ys a6 BV hog V h )R°a va Lh, Vas 


eas B. yd 


19. Variation du tenseur de Ricci. 


a) Proposons-nous d’évaluer la variation 5R,, du tenseur de Ricci qui correspond 
a la variation 3g,,=h,, du tenseur métrique. 
De (17.5) il vient par contraction de « et y 


dRo5=V, X§s— V5 Xoq 
En changeant le nom des indices et tenant compte de (17.4), on obtient : 
(19.1) 28Rig = 8°°V, (Vikas + Ve hac— Voltas) — Vx Var 
ou lon a posé : 
(19.2) hee hse 
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(19.1) peut encore s’écrire : 


(19.3) 2 8Ri5 = — V°V, hag + V,Vahe® + Vp Vo ha® —VaVah 
Or, d’aprés lidentité de Ricci : 
WM, Vala? — V,Vohe a Roelte = Ryo ell” 


Il en résulte : 
(19 . 4) 2 SR ¢ = SF Wye V, hea east | OR (a 2 ie pall +- vey. he° + VoV, he? —V Veh 


Dans les 4 premiers termes du second membre, nous reconnaissons le laplacien du 
tenseur /,,. Il vient ainsi : 


(19.5) 2 SRyg= Ahyg +{ DK h) hus 

ou l’on a posé : 

(19.6) k,(h) =V, hy? ——V ah 

De (19.5) on déduit par contraction (+) 

(19.7) gP°8R,, = Ah + V, AYA) 

b) Supposons que Vespace-temps envisagé soit un espace d’ Einstein. On a 

Ryg=ASag (A=const.) 

De (19.5) on déduit par produit par V* et compte tenu du § 10, ¢) : 

(19.8) 2V*5R,,=A(V, f°) + V"*V.kg( 2) + V*VQK,( 4) 

soit d’aprés la définition de k(A) : 


(19.9) 2 VSR yg = Ake(h) +V°V,ko(h) +V*Voka(h) +.V,Ah 
Or, d’aprés la définition de lopérateur A : 
—V*V _kg( hb) = Akg(b) — kg) 
et il résulte de Videntité de Ricci : 
—V°Vek.( A) = —VpV,k"(A) —M,(h) 
(19.9) peut ainsi s’écrire : 
I 
(19.10) 2 V*8R,g= 2 Mg(h) + Ve (an+v.e()] 
Il résulte de (19.7) et (19.10) que pour un espace d’Einstein on a la relation : 
I 
(19.10) Ve (sR, Ze.ne?*9R,.| =k, (A) 
relation qui pourrait s’établir aussi par variation de l’identité de conservation d’ Einstein. 


(1) Les formules (19.5) et (19-7) figurent dans E. BLANcHETON [1] aux notations pres. 
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20. Commutateur du champ gravitationnel varié avec terme de masse. 


Sur un espace-temps donné V, satisfaisant aux équations d’ Einstein du vide Ry,g=8ag5 
considérons le champ décrit par une variation arbitraire h,,=6g,, du tenseur métrique 
et astreignons ce champ h,, aux équations 


(20.1) SRig=thyg (wu = const.) 


Nous allons voir que la théorie d’un tel champ peut étre développée en stricte analogie 
avec celle du champ électromagnétique étudiée aux §§ 15 et 16. Les équations homologues 
seront systématiquement douées des mémes numéros. 

Si on reporte (20.1) dans (19.10), il vient : 


(u—A)kg(h) =0 


Par suite, si e2=2(u—nr) est différent de zéro (présence d’un terme de masse), on déduit 
dé: (20.1) 


k(h) =0 
Ainsi (20.1) est équivalent 4 ensemble des deux équations 
(20.2) (A—2 p)h=o 
et 
(20.3) k(t) =0 5 


A étant un tenseur a valeurs dans un espace vectoriel d’opérateurs de l’espace de Hilbert, 
nous nous proposons de construire un commutateur [/(«), A(x’)] compatible avec (20.2), 
(20.3). Compte tenu des résultats obtenus par Pauli-Fierz dans la théorie du graviton 
et des résultats obtenus par |’Auteur dans le cas ot l’espace-temps envisagé est l’espace- 
temps de Minkowski (#), nous poserons (Lichnerowicz [4]) 


(20.4) [A(e), Ale = 2}K Ga, x") — ela) (v')0%CH, ') 49,9, 6%, x9 


( & ez ee 


ou les propagateurs sont relatifs a ’opérateur (A—g2 p), soit, sous forme explicite : 


(20.4) [hao(), byw (x")] = 
a) 


I 
7) Se8, xu — Sap Sry GO — 5 (Va Va Gal + Va Vw Gh + Vp Vy GE). + Ve VG.) 


Le commutateur : 


X(x, x”) =K(x, *') — g(x) g(x")G(s, x’) — 9.2. G(x, x’) 


pour chaque x’ a bien son support dans le conoide caractéristique I. D’aprés Panti- 
symétrie en (x, x’) des propagateurs K, G® et G™ il est bien lui-méme antisymétrique 


(??) Voir LicuneRowicz [5], p. 86-94. i i t 
Be en [5], p. 86-94. Nous avons omis un facteur « physique » G/c? ot Gest la constante de 
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en x et x’. D’aprés les propriétés de l’opérateur A pour un espace d’Einstein (§ 10), notre 
commutateur est compatible avec (20.2). Nous nous proposons d’établir qu’il est effective- 
ment compatible avec (20.3). En effet, d’aprés (13.15) 


Oy eee) OGY 
D’autre part : 


8,{ 2(%’) GO? a = dy, GY 


Enfin 
(72767, —— (Vv V,Gu7+V'.V, Gy) 
Or, de la définition de opérateur A, il résulte : 
= WV, Gl = Ay Gf 28, 
et d’aprés lidentité de Ricci : 
_~y*v, Gt, =—v, GY, —rGe, 
soit d’aprés (12.8) : 
VV Gav Veo — AG 
tient resulte-; 
$9,G = (A, —2 4)G™ + dd, GO 
soit, compte tenu de A,,G")=2 uG"), et de la définition de <2 
$, 9,G9 =2GY + dd, G 
On obtient ainsi : 


8, X=F,G" + g(x)d,G— —(29,6" + 9, d,d,G) 
== € 


soit 


I 
3,X= g(x)d,6" — 9, 4,4," 


Cette relation peut s’écrire explicitement : 
VW Xo, vw = —SaeVuO +5 V2VeV 6" 
Par contraction de X en x’ on obtient d’aprés (13.10) : 
BP Kap, oo! = 2B ag — 4 Bop — 5(V.V" G+ V,V" GY.) 
soit d’aprés (12.8) : 
Fie OSES Solent 8ag6" A $v.V.G" 
Il en résulte bien : 


K(X) 


aBu’ 


a aU I ea! at 
—V Koa, nw — 5 Vw Xo, o/c") =O 


ce qui démontre la compatibilité avec (20.3) du commutateur choisi. 
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21. Commutateur du champ gravitationnel varié sans terme de masse. 


a) En Vabsence de terme de masse (<?=0), Véquation (20.1) (o& ~=A) est 
invariante par « transformation de jauge gravitationnelle » 


hh BGA 
ou A est un vecteur arbitraire. 
En effet, si h=QA, la variation du tenseur de Ricci n’est autre que : 
* P(A)Rig= Rig Vad t+ Regge 
soit 


P(A)Ryg =(VaAg + VeAg) =MDA) ap 


ce qui démontre la propriété annoncée. 
Cherchons, a l’aide de cette transformation de jauge gravitationnelle a astreindre h 
4 la condition (20.3). A cet effet nous utiliserons le lemme suivant : 


Lemme. — Dans un espace d’ Einstein (Ryg=)8,q) et pour tout vecteur A, ona : 
(A—2d)A, = — (V*V, Ag+ AAg) 
En effet, d’aprés la définition de A, 
AA,g=— V*V,Ag+R,°A, = — V*V, A, +AAg 
Il en résulte la formule cherchée. 
Cela posé, considérons le vecteur k(GA). Il vient : 
ka( DA) = V*(V,Ag + VgA,) — VeV.A” 
Or, il résulte de l’identité de Ricci : 
V*V,A,— VaVt =AAg 
On en déduit : 
ke(DA) = V*V,Ag +AAg 
soit, d’aprés la formule du lemme, 
—k(QA) =(A—2r)A 
Grace a une solution de l’équation 4 l’inconnue A : 
(A—2 )A=K(h) 
on peut donc bien astreindre h a la condition (20.3); A peut alors subir une transfor- 
mation de jauge gravitationnelle, A étant astreint A satisfaire 
(A—2a)A=o 


> 
b) En Vabsence de terme de masse (c2=0), nous sommes ainsi amenés a choisir 
comme é€quation de champ pour h 


(21.1) (A—22)h=o 
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De cette équation il résulte d’aprés les propriétés de A : 


Xe 

(A—2A)V,h=0 
Ainsi (21.1) entraine 
(21.2) ; (A—2A)k(h) =0 


L’analogie avec le cas électromagnétique et l’étude du § 20 conduisent 4 adopter comme 
commutateur : 


h 
(2x.3) [A(x), h(x")] =2{K(x, x") — g(x) g(x')G(e, »’)} 
ou les propagateurs sont relatifs 4 ’opérateur (A—24); (21.3) qui peut s’écrire 
eae 
(2x.3) [hag *)» faut’) = 5 (Kap, vw — Sea dvw@”) 
donne 
h 


[hogs V hav] ae OSes NACE EF NY en 
et 
ie h 
ites g* J hy] ari me Sag Ge 


Il en résulte : 
h 
[haps ky (A(x’))] = Seen + V,G{L) 


et d’aprés l’expression obtenue pour k(QA), il vient : 
h 

(2x.4) [k( A(x), kyo(A(x"))] = (A—20)GL, =o 

Le commutateur (21.3) est compatible avec (21.1), mais non avec la condi- 
tion (20.3). Il nous suffit alors d’astreindre les états ® a la condition supplémentaire 
k(h)|®>=0, qui, d’aprés (21.2) ne porte que sur les données initiales d’un probléme 
de Cauchy, ou, en présence d’une définition du vide, a une condition suppiémentaire 
du méme type, mais affaiblie. 


22. Les équations du champ gravitationnel d’ordre supérieur. 


a) Dans un espace-temps quelconque V,, considérons sur les tenseurs symétriques 
d’ordre 2 l’application ». qui, a tout tenseur h, fait correspondre le tenseur f= y(h) 
défini par : 


A 
Sug = hae —— San(& “hy,y) 
On vérifie aisément que cette application est involutive et h=p(f); h et f sont dits 
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associés Vun de autre. Si R est le tenseur de Ricci de V,, son tenseur d’Einstein est 
: a ah) ; . . . . , . 5 . . ° 

La métrique de V, est en général astreinte a satisfaire aux équations d’ Einstein sui- 
vantes; T étant le tenseur d’impulsion-énergie, elles s’écrivent : 


L=S—T=0 
Si nous posons 
M=.(L) U=x(T) 
elles peuvent aussi s’écrire : 
M=R—U=o0 


Sous ces formes, les équations du champ gravitationnel semblent différer profondément 
des équations de Maxwell. 
b) Soit Ry» ys le tenseur de courbure de l’espace-temps. Ce tenseur satisfait aux 
identités de Bianchi 
(22.1) Sele =n 
apy 


qui entrainent comme conséquence : 
a 
(22.2) ViRey, 


Paha aw Roy 


2 
D’autre part, il satisfait aux équations d’Einstein : 
(22.3) Lig=Sap— Log =0 
qui peuvent aussi s’écrire : 
(22.4) M,.=R,,— U.,=0 

De (22.2) on déduit par contraction que S,, est conservatif; il résulte de (22.3) 


qu'il en est de méme pour T,,. Ainsi, U,, est le tenseur associé d’un tenseur conservatif. D’autre 
part, de (22.2) et (22.4), il résulte que le tenseur de courbure vérifie les équations : 


(22.5) VaRgy, u = Va Uy — VU, 
c) Nous sommes ainsi conduits a considérer un champ décrit par un tenseur 
d’ordre 4, Rig ,3 satisfaisant les identités algébriques (18.1), (18.2) et vérifiant les équa- 


tions de champ (22.1) et (22.5), oi U est le tenseur associé d’un tenseur conservatif T. De (22. 2), 
conséquence de (22.1) et de (22.5), on déduit par soustraction 


(22.6) V,M...— VM. =o 
D’autre part, S étant conservatif d’aprés (22.2) et T l’étant par hypothése, il en est de 
méme pour L=S—T, et, d’aprés (22.6), pour M 
(22.7) V,M*,=0 

De (22.6), (22.7), il résulte que, pour le champ envisagé, les équations d’ Einstein 
M=o0 peuvent étre considérées comme de simples conditions initiales. D’une facon précise, 
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soit & une hypersurface de V, orientée dans l’espace et sur laquelle M=o. Sous les 
hypothéses faites, M est aussi nécessairement nul en dehors de ©; il suffit pour I’établir 
d’observer que pour B =o, y=u (u=1, 2, 3), (22.6) s’écrit : 


(22.8) VeVi = Vey 

eegue pour -—p=0, (22-7) s écrit 

(22.9) 2° Vo My = —2 o"V,My— 2’ VM (u, 27=1, 2; 3) 

Si Z a pour équation locale x°=o0, g®” est +0 sur & et pour une donnée initiale nulle 


sur &, le systéme (22.8), (22.9) n’admet d’autre solution que la solution nulle. 
Le résultat précédent est en particulier applicable au cas ot 


TL yg= — Sug U,g =8og (A=const.) 


Les équations (22.5) se réduisent alors a 


(22.10) VaRey “n= 0 


Si, sur 2, ona R,,—)g,,, il en est encore de méme en dehors de &. 

d) On peut donc considérer qu’un champ gravitationnel peut étre décrit par un 
tenseur H,, ,, satisfaisant aux identités algébriques (18.1), (18.2). Etant donné un 
tenseur conservatif T, le champ H est astreint a satisfaire les « équations gravitationnelles 
d’ordre supérieur » : 


(22.11) SVeHe a0 
apy 
et 
(22 . 12) Vy H%, Aw — OL ViUs, 


ou U est le tenseur associé de T. On voit Panalogie présentée par ces équations avec les 
équations de Maxwell. On peut ajouter la condition supplémentaire 


(22 : 13) Hyg a U,g 


condition qu’il suffit de vérifier sur une hypersurface & orientée dans l’espace. 


23. Cas de l’espace-temps de Minkowski. 


a) Supposons que V, soit [’espace-temps de Minkowski et rapportons-le d’abord a un 
repére orthonormé. Nous avons montré (1) que, pour le champ H,, ,,, satisfaisant aux 
équations 


(23 .1) Sé,Hoy, 7 Phare ey 0H", ie 


apy 


(4) LicuxeRowicz [5]. 
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, S 1 i 
le commutateur peut s’écrire (*) : 


(23.2) [Flag va(*), Hy, s9(* = ae > Neu? Te. > hae’ ay) + 


Ap. ydve 


( & tai) (5 tooABe)—( % Muc2n) (2 p00) (Dole 2”) 
ydAu ave Anve I \apys 
ou toutes les dérivations portent sur x et ot la notation S a la signification indiquée 
AU Ort. 

b) Cherchons comment les relations (23.2) peuvent s’écrire en repéres mobiles 
arbitraires. En modifiant l’ordre des sommations et introduisant les dérivées par rapport 
4 x, on a d’abord dans le repére orthonormé initial 


(23.3) | (_&, nmPrfa) ( 2 n2ehre +) + (& na®rby) (_% e822) {Dole #) = 


aBAu. ydve apve 


s on aK y O10 2A (Neuse + NauNeo) D,(x, x’) 


Auve abysd 
En repéres mobiles arbitraires, le terme (23.3) donne 
(23.4) ys Vy Vx By ViVad (tay ts: + tsyrtgor) Det 
A u'y'o! apys 
c’est-a-dire l’ensemble des composantes de 


(23.5) Q,QK(x, x’) 


ou K est le propagateur symétrique d’ordre 2 associé a l’opérateur A et Q., ’opérateur Q 
sur les tenseurs d’ordre 2 défini par (18.10) et relatif au point x. 


Le terme restant de (23.3) peut s’écrire en repéres mobiles arbitraires 
s WV oo a{Su'e'SasDol(x, x’) } 
A w'v'o! ap 
et correspond a 


QQ g(x) g(*’)Do) 


La relation (23.2) peut donc s’écrire en repéres mobiles arbitraires sous la forme 
condensée 


(23.6) (H(), He')] = 1, Q.4K (x x’) —g(x)g(x"Dila, *)} 


ou D, et K sont respectivement les propagateurs scalaires et symétriques d’ordre 2 
associés a l’opérateur A et ot Q est Popérateur sur les tenseurs d’ordre 2 défini par (18.10). 


(1) Nous omettons systématiquement dans la suite un facteu 


r physique G/c?, ot G est la constante de l’attraction 
universelle. 
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24. Cas d’un espace 4 courbure constante. 


a) Supposons que lespace-temps V, soit ad courbure constante 
Rao ys =(SaySps— Sas8ey)  (¢ = const.) 


V, est espace d’Einstein avec A=3¢. 
Le tenseur de courbure est 4 dérivée covariante nulle et il est invariant par toute 
2-forme F; avec la notation = du § 18, ona 


ZF, Ro ¥s=0 


De (18.14), on déduit alors que pour tout vecteur A 


(24.1) Q(ZA) =o 
De plus de (18.17) il résulte que pour tout tenseur symétrique h 
(24.2) s VQ aa, va( 2) = 

YOE 


b) Dans V, considérons le tenseur obtenu par contraction : 
(24 3) {it On) tes = g"* Q 2, y3( 2) 


Nous nous proposons d’établir le lemme suivant : 


Lemme. — Si G et K sont respectivement les propagateurs scalaires et symétriques d’ ordre 2 
relatifs a Vopérateur (A—2) dans un espace a courbure constante, on a la formule : 


(24.4) Tr,Q, Qe {K(x, x’) — g(x) g(x')G(x, x’) }=PQ{ K(x, x’) — g(x) g(x’)G} 


ou e%?=2(u—A). 
En effet 
ES OINGD) tes = PSRi6 ¥3 a Sao Eee 
soit 
(ale Q.(%) hos =28Rg5 th R,o 15 


On obtient ainsi : 


(24.5) {Tr,Q.,(4) eee) SRes— 2 Akgs 
soit : 
(24.6) {Tr,Q.,(A) bos = (A —2A)hgs + Veks(A) + Voko( 2) 


Considérons donc : 

{k(K— g(x) g(x))G}s NS ae V;G + gy, VsG0 
Si G® est le propagateur d’ordre 1 associé 4 (A—2y), on a ainsi : 
(24.7) KK —g(x)g(x’)G") =— 9,6" 
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De (24.6) et (24.7) on déduit : 


Tr, Q.{K— g(x)g(x")GO}=e{K — g(x) g(x")G°}— G2, 6" 


et d’aprés (24.1) : 
Tr,Q.,.Q.{K — g(x) g(x')G}=2Q,{K— g(x) g(x')GM} 


c’est-a-dire (24.4). . 
c) Plagons-nous dans les hypotheses du § 20, V, étant a courbure constante, et consi- 
dérons le commutateur (20.4). Par application des opérateurs Q,, et Q.,,, on obtient, 
compte tenu de (24.1) : 
h Poet 
(24.8) [Q. h(x), Qe A(*’)] =7Q2Q(K—g (x) g(*’)G®) 


1 


Considérons le tenseur 


I 
Hie v3 a 2 Q..8, +va( A) 


qui satisfait aux identités algébriques (18.1), (18.2). D’aprés (24.2), il vérifie les équa- 
tions (22.11). D’autre part, d’aprés (20.2) et (20.3), on déduit de (24.6) 


(24.9) 2Hys=ehgs 
Le commutateur 
5 
(24.10) [A(), H(x')]= FQ. QA K— g(x) g(*)6") 


est manifestement compatible avec le systtme (22.11). D’autre part, d’aprés (24.5) 
et (20.4), il vient 


TrLQ. h(x), Qe b(x')] =2[A(2), Qe h(x’)] =24Q,{K— g(x) g(x} 


ce qui est en plein accord avec (24.4). 


d) Plagons-nous maintenant dans les hypotheses du § 21 et considérons le commu- 
tateur (21.3). 


Par application des opérateurs Q.,, et Q,,,, on obtient un commutateur formel- 
lement identique a (24.8). Le tenseur H obtenu vérifiant toujours (18.58). etl1G 20, 
satisfait (22.11) et si A est astreint 4 la condition supplémentaire k(h) =o, satisfait : 


(24.11) Lirias 0 


Le commutateur (24.10) est manifestement compatible avec (2211). Derplus, 
e* étant nul, il entraine d’aprés (24.4) 


[T'r, (x), H(x’)]=0 
et est par suite compatible avec (24.11). 
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e) Plagons-nous enfin dans les hypotheses du § 22. Nous considérons donc un tenseur H 
vérifiant (18.1), (18.2) et satisfaisant aux équations du champ 


(24. 12) S V Hoy, wae V1", hu 2 


aby 
avec éventuellement la condition supplémentaire 
(24.13) Hg =0 


(ou H,g.=¢g.g, ¢=const.). 


Le commvtateur (24.10) soit 


(H(x), H(a")] = Q, Q(K— g(s)g(*")6") 
est compatible avec les identités (18.1), (18.2), les équations de champ (24.12) et la 
condition (24.13). Pour un espace-temps de Minkowski, il se réduit bien au commu- 
tateur (23.6). Nous avons ainsi étendu aux espaces-temps a courbure constante la théorie 
élaborée dans le cas de l’espace-temps de Minkowski (7). 


() Voir LicHNEROWwicz [5]. 
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25. Le commutateur de Fierz. 


En présence de termes de masse, Fierz a étudié, dans le cas d’un espace-temps 
de Minkowski, des commutateurs correspondant 4 une particule de spin quelconque, 
en particulier de spin 2 (1). Nous nous proposons de généraliser le commutateur de Fierz 
pour une particule de spin 2 dans le cas ot lespace-temps envisagé est un espace 
d’Einstein (R,,=Ag,,)- 

Les équations de champ adoptées par Fierz peuvent s’écrire avec nos notations : 


(25.1) (A—2 p)h,g=O (uA) 
(25.2) k,(h) =o 

et 

(25.3) h=g*h,g=0 


L’étude faite par Fierz conduit a considérer la combinaison linéaire X de propa- 
gateurs relatifs a ’opérateur (A—2.) et de leurs dérivées définies par : 


I 
(25 g 4) Xx, NOS Kap, Au! Se (D,F,G") aa: TRO ar aV VgVxV GO li 
b(g,V.V.G" oe By VaVeo™) =o YS Cae 


a) De la formule (13.15) et de (13.10) on déduit immédiatement : 


(25.5) KCK) g, vu = — (Dro )g vy — 8y1y'Vg6" 
Ctoduesnern a) s 
(25.6) k{(G,G") = —(A—2 A)GR. = —2Gt. 
De méme du § 21, a), il vient : 

I < 
(25.7) k,(V.V,6),=— anos A)V,GO = — ace 
Enfin on a: 
(25.8) k( Sug”), = V,G— 2 VG =— V_G® 


De ces formules il résulte : 
(25.9) 
2 
ee Ca o © 
k(X)o vu ont V,G a> VeVi Vas G"— b(V, Vy Vie Go + 3 Sx VG") — C8 nat V,G" 


(1) Voir Fierz [1]. 
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X fournit un commutateur compatible avec (25.1). Pour qu’il soit compatible avec (25.2) 
il suffit que 


(25.10) sitb=o 
e2 
(25.11) ; Fee a irl: 
Pour a=b=o,¢=-—1, on obtient le commutateur introduit au § 20. 


b) Evaluons d’autre part la contraction en x de X, soit : 
(25.12) o° Xe w= 
2 2y,G + 4y,, VG — 4.2 pV,V,G + b(4 VV GO — 2 pgp G) 4 4 cB yy GO 


Pour que X soit compatible avec (25.3), il suffit que : 


2 
(25.13) pa—2b=— 


€ 
(25.14) ub—2c¢=1 


De (25.10) et (25.13) il résulte en substituant 4 » sa valeur en fonction de A et <2 


4 2 
: == =. 
(25-15) : e*(2-+ 3 &?) 24+ 32 
Quant a (25.11) il donne 
2 
16 pie ae) 
(25.16) LEE 


On vérifie immédiatement que (25.15) et (25.16) vérifient bien (25.14) de telle sorte 
que le commutateur obtenu vérifie bien toutes les équations de champ. 
Ce commutateur peut se mettre sous la forme 


I 2 
(25 : 17) Xue, Do ae Kye, INE ee a (F,, Da. Nw! ote oi VaVpVy Vy GU aes 


(Wav Ges, V.V.Go) at ele V.VVeG" 
af u ones e*(, + 2) a” 8 U 


I 


Xr + 6 (0) 
2 (s.s¢vuG aC pee 


BL-BE 
Pour un espace d’Einstein avec A=o, il se réduit a : 


I 2 
(25 : 18) Xue, Nie = Kye, Ny 22 (2;,9,6") a5, Au! aS “i Va pV VyG" = 
2 I I 
; (g208uG° 2 (8agVxVui GO” + By7y:'VeVgG”) + a Vi¥eVi¥G") 


ou les propagateurs sont relatifs 4 ’opérateur (A—e*), qui constitue une généralisation 
évidente du commutateur introduit par Fierz. 
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